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نظرية الطوابير  

عدنان ماجد بري.د: تأليف
 علم الإدارة المشارك/استاذ الإحصاء وبحوث العمليات
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عناصر الطابور
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Customer الزبون•

     ���	 
��
.ه� ا���� أو ا���� ا��ي �

���:أ�
1- !
. ا�*"$() '& %$"�ر "


 ا��+)  -2��
. ا�/.$(- ا��& ,


 ا��+��7 6
� ��packets (  45( 1*م -3��
, )router.(


 ا�:
ور 6
� �/�ل -4��
).exchange( �>$�:$ت ,
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Server الخادم• 
.ه� ا���� أو ا���� ا��ي �=�م ا�����      

���:أ�
1- !
" &' >?$+�  .

. ?�$رة ا��+)-2

3- 45��  )router.(

).exchange(�/�ل  -4
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Queue الطابور•

 ������ (�
��
.ه� �B:��6 ا�*"$() ا�:

���:  أ�

ور�$ أن �>�ن �B:��6 �) ا�GH$ء �
,CD" �E��$م    (J K�� ر�"$Lا�

��M$ن � NJور�$ أن �>�ن ��$ه�ا أو وا
J Kو��(

1-!
.  �B:��6 ا�*"$() دا	7 ا�/

2- (+��
ود ا�/.$(- ا�:�Mة �% .


ة 	Pل ا��/>� -3"$Mت ا�$���M:1*م ا� .

�� 	Pل G/>� اQ$E,Rت   -4=
. ا�:>$�:$ت ا���S,$T ا�:�
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خصائص الطابور 

للزبون
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عملية الوصول •

.و,:�X�Y�, 7 و�Wل ا�*"$() ��L$"�ر 
��ن "�>7 �[�=T.M" (6 7\ ا�/M]؟          -1E� ()$"*ه7 ا� 

2-             \T��W�� ^:C �5�� أو X"$_ ل�M:" ن��E� ()$"*ه7 ا�   )
؟)��7 ه
$ك أوY$ت ا��روة     


'�T$ ,+���ا؟            -3M� ل ��6ا(�� أم �:>)�Wا�� ��� ه6 7:

4-              (� �S���ن '& أوY$ت ���E� ()$"*ع �) ا��C ك$
 ه7 ه
ا���م؟  
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...يتبع 

•           c+��� Qدر و$d� 7��% ر�"$Lا� �B7 و�E� ه7 ا�*"�ن ا��ي
)Balkingوه�ا �[:e  ( "4؟ 


 �d$در ا�L$"�ر Y/7 أن ,/�أ 	���4؟          •��
وه�ا  (ه7 ا�*"�ن ا�:
  e:]�Reneging(


 ا�L$"�ر     •�d� ه7 ا�*"�ن)      (� 
�'& 1$�� آ�ن ه
$ك أآ

 �) %$"�رg       ) %$"�ر EYك %$"�ر أ$
6
� �1P��4 أن ه )

  e:]� وه�اJockeying(
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خصائص الطابور 

للخادم
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 Service Process عملية الخدمة • 
6��T$ 6$دة    c�Lق ����� ا�*"�ن و�
d�]:7 ا�*�) ا��و,:

.“Service Timeز�) ا�����  ”

؟   -1	n ز"�ن (� 
�d�� أو X"$_ ه7 ز�) ا����� 

2-  ��:B�$" ()$"*ور( ه7 ���م ا�
أم أ'
ادا؟) آ:$ '& إG$رة ا�:


'�4 �[/=$؟ -3M� (<:� 7ع ا�*"�ن وه�C e�6 �:�M� ه7 ز�) ا����� 
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...يتبع 

6�e ا��$دم أو و�M� XY) '& ا���م؟              • �:�M� ه7 ز�) ا�����

•             ���$M' (�]+�" !ا����� وذ� XY7 و��=�� �=�
ه7 ه
$ك أي %
ا��$دم؟  

و�[:e ه�ا  (آ\ �6د ا���م ا�:��5د�) ������؟      •
Configuration(

أي �) ا���م �M:7 "$���ازي، �=�م ":T:$ت ���$"�، وأي              •
�[7 و�=�م ":T:$ت �����S؟          ]�" 7:M� \T
�


؟           •	n $دم	آ� ا�*"$() �) 
�$ه& ا�=�ا�6 ا��& ,�+>\ '& 1
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خصائص الطابور 

للطابور
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Queue Discipline إنضباط الطابور•

.و��M) ا��
,�< ا��ي ���م "4 ا�*"$() '& ا�L$"�ر    
1-             Qأو &,r� (� أي \T��Wو >�,
 ه7 ���م ا�*"$() 1[< ,

   Qم أو���FCFS        Qا ���م أو
	s &,r� (� >]1 أو 
LCFS.

��S وإذا آ$ن             -2��� ����t ا�*"$() 6�e أ'.��� 7E+�� 7ه 
���؟          .'Hء ا$L6م إ$�C ه� $:' N�+W ه�ا
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...يتبع 


 �4 أ'.��� أ6�e؟        •	s أي ز"�ن ����� ز"�ن ���	 -L=, 7ه
)     eS��]:" ارئ�Lا� �'
d� ف "��ة*
� ��G 7W7 و��


 �C$M& �) آ���          	s w�$M� >�/Lا� $:
�".(

•         ��ES
� 
ه7 ه
$ك %$"�ر وا�M� �1ة 	�م أو �6ة %�ا"�

�) �M$؟     ) Organizationو�[:e ه�ا (_Rا (� ��أو ,�>�

ه7 ه
$ك �M� �1د ا�*"$() ا�>�& '& ا�L$"�ر؟      •

•            xS1ر و�"$Lا�*"$() '& ا� ��1P:� -/�:م ا�$�
�$ه� ا�
ا�
�$م '�4؟     
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أمثلة على نظم الطوابير

Arrivalsبنك•

Automated
Tellers

Ordinary
Tellers

Departures

Queue diagram of bank

QueueQueue
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سوق مركزي • 
Arrivals

Small Purchases Large Purchases

Queues

Servers

Quick
Checkers

Regular
Checkers

Departures

Queue diagram of Supermarket
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مكتب رخص سواقة• 
Arrivals

Queue at
Reception

Receive Direction,
Then Complete

Form

Vehicle Registration
Queue at Typist

Type Form

Complete Test

Queue for Grader

Grader Test

Queue for Camera

Photoghraph Taken

Departures
Queue diagram
of motor cehcile

department
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 المنحى أو المنهج النظامي
Systems Approach

Formulationا���>�7 •

•  �5�:
 Modelingا�

 Evaluationا��=��\ •

 Decisionا�=
ار •
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التشكيل
.�Y\ 	�اص ا�
�$م •

•��6
ف وأ6*ل ا�:�>.


ات ا�=
ار ا��& �:>) ا��+>\ "T$؟  -1�d�� &م  ( �$ه$�C ،�6د ا���م
zر ا��"$Lا�(...


�$م، وه&    ( ؟ Data �$ه& ا�/�$C$ت   -2�ا�/�$C$ت ه& 	�اص آ:�� �

ار، هC$�" �5�, 7$ت       Y 7.'أ eل إ��W��ا�+=$(c ا��& ,[���م �

) ,$ر���� '& ?PBت أو ,1P:" -:B�� ا�
�$م      

��"�،   ( �$ه& ا��
وط؟ -3L:ع ا����� ا��C 7�وه& ,tE ا�+$�� �
z�6د ا���م ا� e�...)ا�=��د 6
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النمذجة

�$م �T' &LM\ أM� c:6:7 ا�
�$م،               �� 7��:, 
��L, &وه

     &J$ذج ر��:C 7<G e�وا�
:��5 ه& 	��^ �)      . و�>�ن 6
      (Sاع وا��"Rا (� $.M"و ��:�Mآ*   .  ا�:�ه/� ا�
C �5�:
'S& ا�

           ��<�:�� 4�/?$
� e�6�d� e*ي و وا��MY ا�
:�ذج وآ��! 6
        ̂ 
و�1 وآ�4C �+�ي 6�e ا��7�W$S ا�.
ور�� '=L:ا� .

           N�+Eذج ا��:

& أ4C ا�M�Q ��5 ذج�:C 
��L, أن x1Pو�
         $� ��<�:� �+�+W در و�5د إ5$"� وا�1ة$
.وذ�! 4CH �) ا�
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التقييم
           eإ� \]=
: وه� إ?���ام ا�
:�ذج ��=��\ ا�
�$م و�

وه� إ�B$د %
ق "���� ���7�d ا�
�$م وا��&          :  ,���� ا�/�ا(7   -1
    ���<�, eدي إ�},Configuration      -J7 و�
�$م ��� ����" 

       zا���$�& ا� e�6�e ا���ازي أو 6 
�. 	�م أآ

"�M إ�B$د ا�/�ا(TE+' \�� 7$ وذ�! �) 	Pل           :   ,=��\ ا�/�ا(7   -2
 Measures of Performanceإ�B$د �=$��K اHداء    

(MOP)         ر، �6د$��CRم، ���?^ ز�) ا$�
��S ا�<, 7�� 
          zا� \T���	 7 أن ,/�أ/Y (در�$d:ا�*"$() ا�   ...
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 Measures of مقاييس الأداء
Performance (MOP)

. �:>) T?$�Y$ �) ا�
�$م      •


ات �T:� 6) ا�
�$م      •G}� &LM,.

6�e ا�
:�ذج و��ى            • �=/L:ا� �S�,=$رن "�) ا�/�ا(7 ا�:��
          &EYأ e��7 ا�+�Eل 6� ��]�)
�H $T�:)Pه�اف ا�
�$م ا�


�5ع �) ا�
�$م  � .
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القرار
1�� ه� اH	� 6R$"�/$ر    
ا��Tف اH?$?& '& ه�g ا�:

1�� ا��=��\ وإ	��$ر                
� &' $T��6 $
�E+, &�ت ا�$���M:ا�

وف أن اHه�اف �Y ,�.$رب    .  أ'.7 ا�/�ا(7 ا�:��1$     M:ا� (�

               X+, $Y�S, 7)أ�1 ا�/�ا c=+� �Y $C$�1أ ،[M/ا� $T.M" -�
           X+, \)P� 
�=�$س �) �=$��K اHداء و�>) �Y �>�ن ��

 
	s ن       . �=�$سH ر$��	Rأ �
و��Tا �B< أ	� آ7 ا�+�ر 6

ور�$ ه� ا�/��7 ا�
$,w �) ا��+��H 7ن             J K�� 7��" 7.'أ

        &LM� 7 "7 ه���Hورة ا�+7 ا
ا�
:�ذج ��Q�$ر "$�.
       7.'Hار ����$ر ا�/��7 ا
���$ت ا�.
ور�� �C$E- ا�=M:ا� .
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 MEASURES OF مقاييس الأداء 
PERFORMANCE
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أهمية مقاييس الأداء


�$م       •�
 ا�:[���م ��C �T5��6       ) ا�*"�ن (�) و�
"  \�T�
.ا����� ا�:=��� 

•               
�_r,ا����� و \��=, �S�<�" \�T� 4CD' ا��$دم 
�C �T5و (�
     4�:6 e�.��6�C ا����� 6
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بعض التعاريف الأساسية 

 ه� ا�*�) ا��ي �Arrival time     4�' 7Eز�) ا���Wل   •
.ا�*"�ن إ�e ا�L$"�ر   

  ه� ا�*�) ا��ي �>:Departure time    7ز�) ا�:d$درة  •
. '�4 ا�*"�ن ا����� و�d$در ا�
�$م     

 Departure time fromز�) ا�:d$درة �) ا�L$"�ر    •
queue        ر ��/�أ�"$Lدر '�4 ا�*"�ن ا�$d� ه� ا�*�) ا��ي 

. ا�����
ز�) ا�:d$درة �)    = Time in queueا�*�) '& ا�L$"�ر    •

.  ز�) ا���Wل  –ا�L$"�ر  
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...يتبع 

 ز�) –ز�) ا�:d$درة    = Service timeز�) ا�����  •
.ا�:d$درة �) ا�L$"�ر  

 –ز�) ا�:d$درة    = Time in systemا�*�) '& ا�
�$م     •
.ز�) ا����� + ا�*�) '& ا�L$"�ر     = ز�) ا���Wل   


ض أن ز"�C$ ا��+L" c$"�ر '& "
! ا�[$�6 :���ل�SC 2:00 �6$]ا� �

اف 6Eة ا��'$
� 7Wو 

��4 و�$در ا�[�6$  2:03�$M� eTCن 2:05 وأD' وه>�ا:

 .2:03=  ز�) ا�:d$درة �) ا�L$"�ر -2 .   2:00=  ز�) ا���Wل -1

. دY$(3c=  ا�*�) '& ا�L$"�ر -4 .  2:05=  ز�) ا�:d$درة �) ا�
�$م -3

.  دY$(5c= ا�*�) '& ا�
�$م .    د�Y=�2=  ز�) ا����� -5



28

مقاييس الأداء للزبون

.آ�:$ 7Y ه�ا ا�*�) آ$ن أ'.7 ��*"�ن      : ا�*�) '& ا�L$"�ر   •
. آ�:$ 7Y ه�ا ا�*�) آ$ن أ'.7 ��*"�ن     : ز�) ا�����  •
��S اCR��$ر    •<,Waiting cost 
•        $T�Yة '& و*B
 CProportion of work[/� ا�M:7 ا�:

completed on time 
•  
	r�ا�Tardiness 

�X ا�[$�6 :���1ل Wو �Sا�[$�6 3:00 و�� $T��6 7:Mت ا�[$�6 4:00 "�أ ا�*BCا�:��6 4:30 وا 
�����S ه� ا�[�6$ � &)$T
 .4:45ا�


 -3.  د�Y=�30=  ز�) ا����� -2.   د�Y=�60=  ا�*�) '& ا�L$"�ر -1	r�0=  ا� �=�Y7 ( د/Y ت*BCا
XYا��.(
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...يتبع 

�X ا�[�6$ : �2�$ل Wى و
7 6��T$ ا�[$�6 3:15و���S ا	:Mت ا�[$�6  4:30 "�أ ا�*BC5:00 وا 
�����S ه� ا�[�6$ � &)$T
 .4:45ا�:��6 ا�

. د�Y=�75=  ا�*�) '& ا�L$"�ر -1

. د�Y=�30=  ز�) ا����� -2

3- 
	r�15=  ا��=�Yة. ( د
	r�� ت*BCا.(

��1P�  :       ف
ّM,ات ��6ا(�� و
�d�� &داء هHا K��$=�
���م             . "��ز�M$ت إ1�:$���     � �S�
 �- اHوY$ت ا�:���d�, $TCآ:$ أ

  zأ� 
Tع أو ا���/?Qرة     . أو ا$Gإ �
�P ز�) اCR��$ر 6:'

وج (�
ور ����t '& اHوY$ت ا�M$د�� 6) أوY$ت ا��روة          	

      z7 ا�:Mا� (� (�S��:ا�.( 
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مقاييس الأداء لمقدم الخدمة

.ز�) ا����� •

•   &/]
 M' (Proportional utilization$���  ( اR?���ام ا�
             ����" Q�d�� $T�' ا�*�) ا��& �>�ن ا��$دم (� �/]
وه� ا�


ة "�)       . ا�*"$() �Sس '& ا�$�=� e� وآ�:$  1 و  0و,=$س 6

ب �)   �=,1    ��$M' ا����� XC$آ $:�.  آ

•    ��5$�CRاThroughput    ()$"*ل ا��ي ���م "4 ا��M:وه� ا�  .

 وه� �=�$س ��1��$ج     �M�Arrival rateل ا���Wل   •
�����. آ�:$ ازداد ا�:�Mل آ�:$ آ/
 ا��	7   . �
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...يتبع 

•        \T���	 ء$T�C7 إ/Y (در�$d:ا� �/]C  :    \T� وه�ا ا�:=�$س
وMW< ا�+�Eل 6��� و��ل 6�C e[/� ا��	7 ا�:S=�د          

   7:M1< ا�$E� .

أو B1\ ا�L$"�ر وه� �=�$س ��[�M أو ا�:>$ن         : %�ل ا�L$"�ر    •
             �S�
 آ�. ا��ا5< ,�'�
ة ��C��$ر، '$�L$"�ر ا�7��L �>�ن أآ
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رسومات الوصول والمغادرة التراكمية

 ر?��$ت ا���Wل ا��
اآ:�� ,LM& د��Q 6) �6د ا�*"$()          

� '& ا�*�)        �M� �L=C e�1 ��Wدرة    . ا���) و$d:ور?��$ت ا�

         e�1 6) �6د ا�*"$() ا���) �$درو ��Qد &LM, ��:اآ
ا��

� '& ا�*�)   �M� �L=C .          7)Qد &LM, $TCأ &' $T��:أه &,r,و

      �L�]" رة وا�1ة�W &' داءHا K��$=� (� ���Mآ:$  . 6) ا�
   (6 ��Qد &LM, $TCأ ”�+W “  م$�
.  ا�
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...تعاريف 

 وe�1 ا�*�)  0ا���Wل ا��
اآ:& �) ا�*�)        = •

 وe�1 ا�*�) 0ا�:d$درة ا��
اآ:�� �) ا�
�$م �) ا�*�)        = •

 وe�1 ا�*�) 0ا�:d$درة ا��
اآ:�� �) ا�L$"�ر�) ا�*�)        = •

�6د ا�*"$() '& ا�L$"�ر 6
� ا�*�)         = •

�6د ا�*"$() '& ا�
�$م 6
� ا�*�)       = •

 

( )A tt
( )sD tt

t ( )qD t

t

t

( )qL t

( )sL t

( ) ( ) ( )q qL t A t D t= −

( ) ( ) ( )s sL t A t D t= −
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1مثال 

9:569:529:455

9:529:489:404

9:489:449:383

9:449:409:372

9:409:369:361

Departure from 
system

Departure from 
queue

Arrival timeCustomer
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)1شكل (شكل الوصول والمغادرة التراكمي 

1

2

3

4

5

9:30 9:40 9:50 10:00

A(t)

Dq(t)

Ds(t)

Time

C
us

to
m

er
s

Lq(9:43)=2
Ls(9:43)=3
Wq(3)=6 min.
Ws(3)=10 min.
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...يتبع 

 '& ا��>7 ا�[$"�5�C c %�ل ا�L$"�ر �) ا�:[S$ت ا�M:�د��            

�$ت      +
وأوY$ت اCR��$ر ,��5 �)       ). اT?H\ ا�
أ?��  ("�) ا�:


�$ت          +
̂   )ا�:[$'$ت ا(�" ��='H ا�: =
).ا�[T\ اH'=& ا�:

 ه� SEا�*�)  9:30 ز�) ا� �
6 ،9:43 ، 4   �Y ()$"ز 

  ،��Wر و    2و�"$Lم و    1 �$درو ا�$�
.  '& ا�����  1 �$در ا�

ئ �) ا��>7 أن ا�L$"�ر ��$دم واH �1ن ا�*"�ن         =�]C $.أ�

 ��C��$ر، آ:$ أن آ7 ز"�ن �/�أ           LJ7 أWو $��
6 &C$�ا�
6�& أن C�$م           ��Qء ا�*"�ن ا��ي �[/=4 د$T�Cد إ
B:" ا�����

       Qم أو��� Qأو &,r� (� ر�"$Lا�FCFS. 
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...يتبع 

  و"$��$�& 'e=/� 4CD '&     2=  و        4= ،        9:43 6
� ا�*�) 
 ز"�ن و ز"�ن وا�1 �$در ا�
�$م          2=ا�L$"�ر           

. 3= و"$��$�& 'Dن �6د ا�*"$() '& ا�
�$م ه�           1            =
6
� ا�*�)       &S��� ا

 x1PC9:52 أ�.$ أن ا�L$"�ر أ	�	s وأن 

ا��>7 ا��$�& ه� ر?\ �>7  . 9:56ز"�ن �d$در ا�
�$م 6
� ا�*�) 

ة    �	Hا ��1P:�� N�J�, &LMو          و�          (�.

( )A t( )sD t
( )qL t

( )sD t( )sL t

( )qL t( )sL t
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شكل للزبائن في الطابور وفي النظام مع الزمن       
) 2شكل (

1

2

3

9:30 9:40 9:50 10:00

Time

C
us

to
m

er
s

Lq(t)

Ls(t)
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...يتبع 

 '& ا��>7 ا�[$"c ,\ 1[$ب           

�P آ:$ '& ا��Bول     �           
:  ا��$�& 

09:52 – 10:00

19:48 – 9:52

29:45 – 9:48

19:44 – 9:45

29:38 – 9:44

19:37 – 9:38

09:30 – 9:37

Time Interval ( )qL t

( )qL t
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...يتبع 

��1P�    :        4��W7 و/Y ر�"$Lدرة ا�$d� -�L�]�Q أي ز"�ن
وd� -�L�]�Q$درة ا�
�$م d� 7/Y$درة ا�L$"�ر و��Tا        

وه�ا �.:) أن   

( ) ( ) ( ) , 0q sA t D t D t t≥ ≥ ≥

( ) ( )0, 0, 0q sL t L t t≥ ≥ ≥
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وقت الإنتظار

   7<G أ
=C $��

$ B1 ���+, -�L�]C\ ا�L$"�ر             6   1CD' $6$��د� 
 أ'=�$ ��NJ ا�*�)     1"=
ا(� G>7 . و�6د ا�*"$() '& ا�
�$م      

دع . '& ا�L$"�ر وا�*�) '& ا�
�$م      

 =                 &C�
(n’th)ز�) ا���Wل ا�
 =               &C�
 �) ا�L$"�ر  (n’th)ز�) ا�:d$درة ا�

 =               &C�
 �) ا�
�$م    (n’th)ز�) ا�:d$درة ا�

        c"$]ل ا�$�:��  و"$��$�& '

( )1A n−

( )1
qD n−

( )1
sD n−
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...يتبع 

9:569:529:455

9:529:489:404

9:489:449:383

9:449:409:372

9:409:369:361

( )1A n− ( )1
qD n−n ( )1

sD n−
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...يتبع 

   دع 

 =                     &C�
 (n’th)ا�*�) '& ا�L$"�ر ��*"�ن ا�

 =                      &C�
 (n’th)ا�*�) '& ا�
�$م ��*"�ن ا�

:  ا��$�& FCFS   N�+W  و�>�ن ��L$"�ر     

( )qW n

( )sW n

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

q q

s s

W n D n A n

W n D n A n

− −

− −

= −

= −



44

...يتبع 

�P ا���Lات ��*"�ن  :'   3  �
 9:48 و 9:44 و 9:38 ,+�ث 6
c)$Yو                د c)$Yن                دD' وه>�ا . ( )6 3qW=( )10 3sW=
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متوسط زمن الإنتظار

���?^ ز�) اCR��$ر '& ا�L$"�ر      •

���?^ ز�) اCR��$ر '& ا�
�$م      •

( )
1

1 N

q q
n

W W n
N =

= ∑

( )
1

1 N

s s
n

W W n
N =

= ∑
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...يتبع 

    c"$]ل ا�$�   '& ا�:

  و 
( )0 3 6 8 7 5 4.8qW = + + + + =

( )4 7 10 12 11 5 8.8sW = + + + + =
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الإنحراف المعياري لزمن الإنتظار


اف ا�:�M$ري �*�) اCR��$ر '& ا�L$"�ر     •+CRا


اف ا�:�M$ري �*�) اCR��$ر '& ا�
�$م     •+CRا

( ) 2

1
q

N

q q
n

w

W n W

N
σ =

 − 
=
∑

( ) 2

1
s

N

s s
n

w

W n W

N
σ =

−  
=
∑
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...تمرين 


اف ا�:�M$ري �*�) اCR��$ر '& ا�L$"�ر و        +CRأ1[< ا   
         c"$]ل ا�$�:�
اف ا�:�M$ري �*�) اCR��$ر '& ا�
�$م �+CRا .
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متوسط طول الطابور

) ز"�ن(���?^ %�ل ا�L$"�ر     •

���?^ �6د ا�*"$() '& ا�
�$م      •

( )e

s

t

qt
q

e s

L t dt
L

t t
=

−
∫

( )e

s

t

st
s

e s

L t dt
L

t t
=

−
∫
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...يتبع 

   ��1   


ة ا�:+[�ب 6��T$ ا��>7�$                    = �Sا�� ز�) ا��"

   و


ة ا�:+[�ب 6��T$ ا��>7�$                    = �Sز�) ا� ��$TC

et

st
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2مثال 

��Bول ا��$�& أ1[<   �

 ":$ ان

 �BC ول�Bا� (:' 

 >]+C \_ )   تP�L�]� (� ن�<��        e
+
) x1Q ان �

  

09:52 – 10:00  (8)

19:48 – 9:52 (4)

29:45 – 9:48 (3)

19:44 – 9:45 (1)

29:38 – 9:44  (6)

19:37 – 9:38  (1)

09:30 – 9:37  (7)

Time Interval
(Interval Length) ( )qL t

qL

( )e

s

t

qt
q

e s

L t dt
L

t t
=

−
∫

10 : 00 9 : 30 30 mine st t− = − =

( ) ( ) 7 0 1 1 6 2 1 1 3 2 4 1 8 0

                                    1 12 1 6 4 24

24
0.8  Customers

30

e
e

s
s

t
t

q qt
t

q

L t dt L t

L

= = × + × + × + × + × + × + ×

= + + + + =

∴ = =

∑∫

( )qL t
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تمرين

sL 1 أC$�/�       >]1$ت ��$ل       
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الإنحراف المعياري لطول الطابور


اف ا�:�M$ري ��Lل ا�L$"�ر•+CRا


اف ا�:�M$ري ��Mد ا�*"$() '& ا�
�$م •+CRا

( ) 2e

s

q

t

q qt
L

s e

L t L dt

t t
σ

 − 
=

−
∫

( ) 2e

s

s

t

q st
L

s e

L t L dt

t t
σ

 − 
=

−
∫



54

3مثال 

 أ1[<        

":$ ان   

09:52 – 10:00  (8)

19:48 – 9:52 (4)

29:45 – 9:48 (3)

19:44 – 9:45 (1)

29:38 – 9:44  (6)

19:37 – 9:38  (1)

09:30 – 9:37  (7)

Time Interval
(Interval Length) ( )qL t

qLσ

( ) 2e

s

q

t

q qt
L

s e

L t L dt

t t
σ

 − 
=

−
∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2

7 8 0 0.8 1 1 4 1 0.8 6 3 2 0.8

30

15 0.64 6 0.04 9 1.44

30

22.8
0.872

30

+ × − + + + × − + + × −
=

× + × + ×=

= =
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تمرين

sLσ 1 أC$�/�       >]1$ت ��$ل       
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LITTLE’S FORMULA صيغة ليتل
tر�$M,   :


ة      •�Sا� e����?^ ��Mل ا���Wل 6

•    eو�H7 ا��� �d�W

•      ��C$��d�W ���7 ا�

[ ],s et t

( )e sN t tλ = −

q qL Wλ=

s sL Wλ=
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...يتبع 

��1P�   :

7 6
��$ �>�ن ا�
�$م 	$�& '& "�ا��                 ��� �d�W c�/L, >B�  
       ��

ة ا�*��Sأي أن ا�         $T��$TC &'و        ��

ة ا�*��Sا�

  ,/�أ و,
��M" &Tم و�5د ز"$() '& ا�
�$م أي               و                   
stet

( ) 0s sL t =

( ) 0s eL t =
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...يتبع 

    c"$]ل ا�$�   '& ا�:

4.8 minutes, 5 30 0.167 customer/minute

0.167 4.8 0.8 customer
q

q q

W

L W

λ
λ

= = =

∴ = = × =

8.8 minutes, 5 30 0.167 customer/minute

0.167 8.8 1.47 customer
s

s s

W

L W

λ
λ

= = =
∴ = = × =
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...يتبع 

   ,r,& أه:�� �d�W ���7 �) أن ���?^ ز�) اCR��$ر �:>) أن             
        N�+W K<Mر وا��"$Lو"$��$�&      . �+[< �) ���?^ %�ل ا�

                 e�
$ ا�+�Eل 6
��Y P$س %�ل ا�L$"�ر و�) _\ �:>� &S<�
.  ���?^ ز�) اCR��$ر ا�.$   
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...مثال 

       &' t)$7 6) �6د ا���B? $T��� ة
   ور4G إPWح آ/�
      $T��% ات
�' e�6 7:Mرس  1%$"�ر ا�$� 
T�� �6$? 

&J$:ا�  .         X:�آ:$ أن ���7B? $T 6) �6د ا���$(t ا��& ?

TG 7ر '��5          . آ�"$L1[< ���?^ %�ل ا� 
�7 %�ا"�+�

 4C16أ  �Sه&     .  و�� 
Tل ا��P	 X:��6د ا���$(t ا��& ?
253 �Sر؟      .  و���"$Lر '& ا�$��CRه� ���?^ ز�) ا$�
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...الحل 

   
( )16 253 0.063 month 1.9 daysq qW L λ= = =
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تمرين

�/�$C$ت ا��$���  �:
أر?\ از�
� ا���Wل وا�:d$درة �)    

. ا�L$"�ر وا�
�$م ا��
اآ:��   

اف ) 1+CRأ1[< ���?^ وا

. ا�:�M$ري ��*�) '& ا�L$"�ر  

اف ) 2+CRأ1[< ���?^ وا

.ا�:�M$ري ��*�) '& ا�
�$م  

اف ) 3+CRأ1[< ���?^ وا

.ا�:�M$ري ��Lل ا�L$"�ر   

اف ) 4+CRأ1[< ���?^ وا

ا�:�M$ري ��Mد ا�*"$() '&    
.ا�
�$م 

5 (7�� �d�W (� c=+,.

12:2011:5011:507

11:3511:2010:406

11:2010:5010:155

10:5010:3510:054

10:359:559:403

9:559:239:102

9:239:039:031

Depart 
system

Depar
queue

Arrival 
time

Custom
er
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Stochastic Processes  العمليات العشوائية

ات ا���Mا(��      •�d�:ا� (� ����� ا���Mا(�� ه& �B:��6 أو $6(:Mا�               

      \�M:�$" ة
G}و� eLM� &�$:�1ء إ$.' e�6�'
M�                    
    
�Gr��6 ا��:B� e�6 
�d�,     ��1.


 ا���Mا(&         ,[:& Q$1ت   •�d�:ه$ ا��	r� &�ا�=�\ ا�States 
 State Spaceو�B:��6 آ7 ا�=�\ ا�::>
� ,�>7 '.$ء ا�+$��  

���:M��.
• -L=�� ��)ا��Mا� ���:M�
7ES (إذا آ$ن '.$ء ا�+$�� �� ( $T��6 c�L�

   ��ES
��� Q$1ت �:6Discrete-state Process $/�$� e6�,و 
 ��]�?Chain.

•  ���:6 $T��6 c�L� 7E�� ��)ا��Mا� ���:M�إذا آ$ن '.$ء ا�+$�� �
    ��E�� تQ$1Continuous-state Process

( ){ },X t t T∈

t
t

T
( )X t
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...يتبع 

•           ���:Mا� e�6 c�L� ��ES
�     
�Gr��6 ا��:B� XC$إذا آ
    \�M:" ���:6)&
 L=��Discrete-parameter- ) ز�

(Time) Process         ��)��6ا �M"$��� ���:Mا� e:],و 
Stochastic Sequence.

•           ���:Mا� e�6 c�L� ��E��     
�Gr��6 ا��:B� XC$إذا آ
    \�M:" ���:6)&
 7E��Continuous-parameter ) ز�

(Time) Process .

T

T
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مثال على العمليات العشوائية من الطوابير

��ن إ�C e�$م 	��� "�>7 ��6ا(& و���+=�ا              E� ()$"ز   
."L$"�ر ا����� و�d$دروا ا�
�$م "�M إT�C$ء ا�����          

         \Yدرة ا�*"�ن ر$d� (ز� �
   ��>)     �6د ا�*"$() '& ا�
�$م 6
��� ا���Mا(��                ه&    .         "�M إآ:$�4 ا����� :Mا�

�\ و'.$ء 1$�� ه�           M:ا� �ML=�و� �ML=�� تQ$1 ذات ���:6

 ه&                �Gr��6 ا��:Bو�                 .

         �)�
     ��>)       �6د ا�*"$() '& ا�
�$م 6
� ا�*�)     6
           �ML=�� تQ$17 وE�� \�M:" ��)��6ا ���                ه& 6:

.��1                و                  

kN

k{ }, 1, 2,...kN k =

{ }0,1, 2,...I ={ }1, 2,...T =

( )X tt
( ){ },X t t T∈

{ }0,1, 2,...I ={ },0T t t= ≤ < ∞
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...يتبع


4Y ا�*"�ن     '& اCR��$ر '&        d�?ا�*�) ا��ي ا      (<��  
��� ��6ا(��     .  ا�L$"�ر Y/7 "�ء 	���4    :6              �)�
6


7ES أي ان                                 � \�Mو� ��E�� تQ$+"
.و              

             e�1 �M:B�:ا� �"��L:7 ا����� ا��   وا	�
ا ��>)       ,:
��� ��6ا(��         :6                  �)�
ا�*�)     �>7 ا�*"$() 6

     7E�� \�Mو�             ��E�� تQ$+" .

kWk
{ },kW k T∈

{ },0I x x= ≤ < ∞

{ }1, 2,...T =

( )Y t

t( ){ },0Y t t≤ < ∞

[ )0,I = ∞
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تعريف

      ��C�
 The nth order Joint ا���ز�- ا�:��
ك ذا ا�:
,/� ا�
Distribution       �YPM�$" eLM�              ��)ا��Mا� ���:M�� 

      

                                   �B:�-                      و                      "+��          

.                      

( ) ( ) ( )1 1; ,..., n nF P X t x X t x = ≤ ≤ x t

( )1,...,
n

nx x R= ∈x( )1 2, ,..., n
nt t t T= ∈t

1 2 nt t t< < <⋯

( ){ },X t t T∈



68

 Strictly Stationary العملية التامة الإستقرار  
Process 


ار إذا آ$ن Hي           =�?R��6ا(��        ,>�ن ,$�� ا ���  أي 6:

          'Dن دا�� ا���ز�- ا��
اآ:& ا�:��
آ� �) ا��ر�5        
,+=c ا��
ط 

             &=�=1 \Yت          و            وآ7 ر$TB�:ا� -�:B�  
               ��+".

( ){ }X t

1n ≥n

( ) ( )F ; F ; τ= +x t x t
nR∈xnT∈tτ

it Tτ+ ∈



69

  ����� ا�:[�=:Mا�Independent Process

�� إذا آ=�]� ������ ا���Mا(��                   6::Mدا��   �=$ل ان ا� XC$
ا���ز�- ا��
اآ:& ا�:��
آ� �) ا��رc=+,    �5 ا��
ط 

 

   ���B�ا� ���
ف 6:MC �W$	 ��$+وآ  Renewal Process
    ��1                  7ES
� \�M:" ����� ��6ا(�� �[�=:6 $TCا e�6   
 c"$L�� -ز��, $Tو� ��
ات ��6ا(�� ��
 ?$�/� و�[�=�d��             .

( ){ }X t ,t T∈
n

( ) ( )

( )
1

1

            

n

i i
i

n

i i
i

F ; F x ;t

P X t x

=

=

=

= ≤  

∏

∏

x t

{ }1 2nX n , ,...=

1 2X ,X ,...
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Markov Process عملية ماركوف


	�                     او ����         �� ����
أي ����� ���ا��� 
� ����� ��رآ���� إذا آ�ن �ي     ��                !�"��

   ����#�n      ����#�$ا %� �( ا$�)�ط ا$&����                      
                                       ا$"�23!/�       �1ن ا$"�ز/. ا$�!-% $ـ           ��+% *��           

   (
4 ��� ا$)��� ا$��(� 5�"�/                                     � 

( ){ }, 0,1,2,...X t t =

( ){ }, 0X t t >

1 2 nt t t< < <⋯
T( )nX t

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1, , ,..., nX t X t X t X t −

( )1nX t −
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...يتبع 

و"�>7 ر�$J& '�ي ارY$م 1=�=��         

  -Jا�� �'
M:" وط (أي
��� 'Dن �[�=/7       ) أو ا��:M�ا�+$��� �
            �:��6 ���:Mن ا�D' وه>�ا $T�J$� e�6 �:�M�Q ���:Mا�

.ا��اآ
ة

1 2 nx ,x ,...,x

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1 1 1

1 1                    

n n n n

n n n n

P X t x X t x ,...,X t x

P X t x X t x

− −

− −

≤ ≤ ≤

= ≤ ≤
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...يتبع 

��� �$رآ�ف 1[< ا��$�& :6 t
E,  :
  1- \�M:ا� ��ES
�� أو �E�� XC$إذا آ $:�' 
�Gr��6 ا��:B� �M�/% .
  2- 7ES
. %/��M '.$ء ا�+$Qت '�:$ إذا آ$ن ��7E أو �

�\ و'.$ء ا�+$��     M:ا�:$رآ�'�� 1[< ا� ���:Mا� t�
E� &�$�ول ا��Bا�  :
                                             

  \�M:ع ا��C                                                 
  ]�                        -L=��                ��$+ء ا�$.'      
:�

�� �$رآ ]��� �$رآ�ف             ?]�?                  -L=��      ف�
�M�                   -L=�� \�M�                                
:�]� \

��� �$رآ�ف             6:��� �$رآ�:6                 
ف      �[�:
�M�                  -L=�� \�M�                                 
:�]� \



73

Markov Chains سلاسل ماركوف


ات ا���Mا(��                             �d�:ا� (� �M"$��� 
/�M
�    
   \�Y -�:B� أي -L=�� \�M� ء$.S" ��'رآ�$� ��]�وا��& ,�>7 ?

  

 ا���Mا(& �d�:ا� �:�Y XC$م '&     إذا آ$�
ه&   6
�(� �=$ل ان ا�

اQ$:�1Rت ا��
%��                                             .    	�Lة �) اQ$=�CRت"�M ا�+$��  
                            ,[:e إQ$:�1ت اCR�=$ل ���Lة وا�1ة   

Single-step transition probabilities     تQ$:�1أو '=^ إ 
وإذا آ$XC ه�g اQ$:�1Rت   Transition probabilities اCR�=$ل

 (6 ��=�]�  �]C$B�� 
/�M, ��]� D'Homogeneousن ا�[
واQ$:�1Rت                         ,>�< 6�e ا��>7 

{ }0 1 2 0 1 2n nX ,n , , ,... X , , ,...= =

{ } { }1 1 2 2 1 1 1 1n n n n n nP X j X i ,X i ,...,X i P X j X i− − − −= = = = = = =

{ }1n nP X j X i−= =

{ }1n nP X j X i−= =

n

n

n

nXj
j

ijp
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...يتبع 

      -Jو (� �C�<:ا� �'�SE:ا�     -J�:ا� &'(i,j)  ف
M, 
 أو ��SE:"Transition Matrix   �'�SE'� اCR�=$ل     

 ��]��[P . 7?P و�
�* �T$ "ـ   Chain Matrixا�[�
 	�Lة ,m  eLMا�:�C$B[� إQ$:�1ت اCR�=$ل        

   

      (6 ���+$��      . n  ,>�ن ا�.$ �[�=� ��%
 jاQ$:�1Rت ��
 ا��
6
� ا�:+$و��    n    7<ا�� e�6 >�<�? 

.   ��1 ا���ز�- اHو�& ه�         

ijp

{ } ( )m
n m n ijP X j X i p+ = = =

{ } ( )n
n jP X j π= =

( )0
jπ
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...يتبع 

               �'�SE:إ_/$ت ان ا� (<:� �L�]/ت ا�Q$:�1Rا (�Cا�Y (�  

         و�
�* �T$       �:>) ان ,��5          W$
Mا� (� �C�<:ا�


ب  ." �%$]/"   \�Y يH        وk            ��+" 
0 < k < m .أي

    &'�SE� 7<�" أو   

   -J�"و   k = m – 1 �BC 

( ){ }m
ijp( )mP

( )m k−P( )kP
( ) ( ) ( ) 0m m k k
ij ir rj

r

p p p k m−= < <∑

( ) ( ) ( )m m k k−=P P P

( ) ( )1m m−= ⋅P P P
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...يتبع 

 �BC $ار�

ار ,>:�?R$"و 

               �'�SE:ب ا�
."         e�وه>�ا �:>) ا�+�Eل 6

ة �      $T]S
".

            [d" تQ$=�CRا (�      �M"    ��$+ت ا���5د '& ا�Q$:�1إ  
         &,n$ده$ آ$B6) ا�+$�� ا�/�ا(�� �:>) إ� 
�
: ا�

      �BC         (� 4       ا�:>�نB�:ا�  


ار�$                     "��B�� ��Q ا�+$�� ا�/�ا(&        <, $T�  و"+

( )mP

( )m m= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =P P P P P
P

m
jm

( )m
π

( ){ }m
jπ

( ) ( )1m m−= ⋅π π P
( ) ( )0m m= ⋅π π P( )0

π
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...يتبع 


ف ا�:�SE�    ��1                �'�SE'� ا���1ة     MC .

    �BC 

Q = P - II
( ) ( ) ( )1 1m m m− −− =π π π Q
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  o o Notationالرمز  

  

( )
0

0lim
t

o t

t∆ →

∆
=

∆
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سلاسل ماركوف بمعلم متصل 
Continuous Parameter Markov Chains

 و,>�<
�BC     eت    إ�Q$1و                     ��
 Hي C=^ ز�

 
 ا��ي �/�أ 6
�      ��1             إ1�:$ل ا��+
ك �) ا�+$��   إ�e ا�+$��    '& ا�*�)   

   ��]�6
�    وا�B:- �>�ن 6�Q$1 -�:5 eت ا�[ &T�
.         و�
&'�SE� 7<�"و

�� "�أت '& ا�+$��   6
� ا�*�)   ]�
ف           آ1D�:$ل ان ا�[MC 0 
    �
�� ,>�ن '& ا�+$��   6]�ا�*�)     و         آ1Rr�:$ل ��
 ا��
%& ان ا�[

  �BC 6) 1$�� ا�/�ء 
�
"d] ا�
 

( ){ } { }0X t ,t T for T t : t∈ = ≤ < ∞

0s t u> > ≥ij

( ) ( ) ( )ij ir rj
r

p u ,s p u ,t p t ,s=∑

( )ijp u ,sij
us

( ) ( ) ( )u ,s u ,t t ,sP = P P
( )0ipi

( )jp tjt

( ) ( ) ( )j r rj
r

p t t p t p t ,t t+ ∆ = + ∆∑
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...يتبع 

$
  إذا آ�/

 �)�
6

  
   ��S�
ف ":M$د��& آ�����5
وف ا�H$��� وا��M, (��د�$M:ا� gه�

Kolmogrorov’s forward and backward equations

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1ii i

ij ij

p t ,t t q t t o t

p t ,t t q t t o t

+ ∆ = − ∆ + ∆

+ ∆ = ∆ + ∆

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ij j ij ir rj
r j

ij i ij rj ir
r i

p u ,t q t p u ,t p u ,t q t
t

p u ,t q u p u ,t p u ,t q u
u

≠

≠

∂ = − +
∂
∂ = −

∂

∑

∑
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...يتبع 

      �]C$B�:ت ا�$��:M�� Homogeneous Process  ن�<� 
  -Jو �M" �BC                و             

      �BC    7آ e�6 -:Bب '&         وا�
.�$" 

    &'�SE� 7<G &' أو

( )i iq t q=( )ij ijq t q=0u =

( ) ( ) ( )0 0 0ij j ij ir rj
r j

d
p ,t q p ,t p ,t q

dt ≠
= − +∑

( )0ipi

( ) ( ) ( )ij j ij ir rj
r j

d
p t q p t p t q

dt ≠
= − +∑

( ) ( )t t′ =p p Q



82

...يتبع 

  $T�=���       و .   ��1                                   و

 x1Q ان    

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2t p t , p t , p t ,...=p( )t′p

0 01 02 03

10 1 12 13

20 21 2 23

q q q q

q q q q

q q q q

. . . . .

. . . . .

− 
 − 
 = −
 
 
 
 

Q

⋯

⋯

⋯

i ijj i
q q≠=∑
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...يتبع 


 ا��T$ آ$��$�&        �
 ا�:�SE'�      �:>) ا�

  ��1 

       &'               �'�SE:دور ا� KSC >M�,       �'�SE:ا� 
   ��ES
.ا�+$�� ا�:

        �'$�     Intensity Matrix ا�:�SE� e:],      �'�SE'� ا�>

( )
0t

t ,t t
lim

t∆ →

+ ∆ −
∆

P I
Q =

Q

( ) ( ){ }ijt ,t t p t ,t t+ ∆ = + ∆P

Q=Q P - I

Q
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 Limiting Distributions التوزيعات النهائية   


ض    �S
� \�M:ا� ��ES
�� �$رآ�ف ا�:]�]�:� 

��� ,>�ن               :Mن إ1�:$ل ان ا�D' 7��% (ز� �M" اي    \�Y -�:B� 
              (6 ��'& ا�+$��    �LM& اTC$ "�أت '& ا�+$��     ,>�ن �[�=

               $��
6 ��$TC e7 إ�E,       ان &
M� 1$�� ا�/�ا�� وه�ا
                     �'�SE:ا� 
L?ا N/E, ��$+ا� gو'& ه� ��$TCQ$� eه< إ��,

,[:&         إQ$:�1ت ا�
T$�� او إQ$:�1ت          .             ��[$و��
     ��"$�Steady State Probabilitiesا�+$�� ا�

( )m
ij j

m
lim p π

→∞
=

i
ji

( )mPm

( )mP{ }jπ
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معادلات الإستقرار وتوزيع الإستقرار    
Stationary Equations and Stationary Distribution


ار �[P?7 �$رآ�ف  =�?Rت اQد$M� 

 

.  ��1               و                  


ار   :                  71 ه�g ا�:M$دQت =�?Rز�- ا�, &LM�
�� �$رآ�ف]�]�.

orπP = π 0 = πQ

{ }jπ=π

1=πe
( )1 1 1

'
, ,...,=e Q = P - I
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...يتبع 


ار ه&       =�?Rت اQد$M� 7E�:ا� \�M:ت ذات ا�$��:M�� 

0 = pQ

1=pe
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  تصنيف سلاسل ماركوف ذات المعلم المنفصل    
Characterization of D.P. M.C. 


P? t?7 �$رآ�ف 1[< ا�+$Qت آ$��$�&       E, :
او ��Accessible)    ���W ا�+$��    ,>�ن ���1$      •

Reachable (  ا�+$��    إذا آ$ن            � ـ (�
              ��$+���� ا���Wل �:M�.  اي "�أ �)    '�Q$" 4CD>$ن �

             -�:B�            �)�
6    (� �1$�� 
��    XC$إذا آ  .
�eLM 1$���)    و     '$�:[$ر �)    إ�Path:          eا�:[$ر •

 وا��& ,/�أ �)        Transitionsه� ���$"�M �) ا��
=Pت       
و,
�T& '&   "+�� ان آ7 إC�=$ل '& ا�:��$"�M �4 إ1�:$ل                  

 >5��  .

j
i( ) 0n

ijP >0n ≥

ij

ji( ) 0n
ijP =0n ≥

ijj i
i

j
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...يتبع 

او ��Accessible)    ���Wا�+$��    ,>�ن ���1$      •
Reachable (      \T
. �) ا�+$��    إذا آ$ن ���5 �[$ر "�

 إذا Absorbing Stateا�+$��    ,>�ن 1$�� إ��E$ص       •
.آ$ن          

 إذا آ$ن  Transient Stateا�+$��    ,>�ن 1$�� 6/�ر       •
             (� �1$�� 
���5 1$��    ��$�1 �)   و�>) ا�+$��    ��

. ا�+$��     
•         ��E�� \TCا�+$���)    و    �=$ل اCommunicate إذا 

              4� *�
.آ$ن ���5 �[$ر "�
T\ و�

j
i

i
1ijP =

i
ii j

j
j i

i j↔
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. . . يتبع  

•   [�S���� ��"$Y 
�� ��]� إذا أ�>) �Irreducible=$ل ان ا�[
 'Dن    j و iا���Wل Hي 1$�� �) أي 1$�� ا	
ى أي Hي �$1��)   

. H                              nي 


ة ز�
�� أآ/
 Periodic ,>�ن دور�� iا�+$��  •�' �M" $Tإذا ر5- إ�� 
 (�1 

&J$ا�+$��  :   و"�>7 ر�i   N�+W ن دور�� إذا و�5 �6د�<, k >1 
    \�Y -�:B� ��1j

( ) 0n
ijp >

( ) 0

0
n

ii

, n kj
p

, otherwise

≥ == 

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...يتبع 


 دور��       •�� $TCل 6) 1$�� ا$=�Aperiodic   �5�� إذا n 
 'Dن  m > nآ/�
ة "�ر�5 آ$'�� "+�� �>�ن �>7         

0( m )
iip >
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مثال

         $T� &�رآ�ف وا�$� ��]�]�:� 
 ا1[< ا���ز�- ا1R�:$�& ا�:[�=
:��SE'� إQ$:�1ت ا��
=�L�� 7ة وا�1ة ا��$���          

0 25 0 2 0 12 0 43

0 25 0 2 0 12 0 43

0 0 25 0 2 0 55

0 0 0 25 0 75

. . . .

. . . .

. . .

. .

 
 
 =
 
 
 

P
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الحل

 ا���ز�- ا1R�:$�& ا�:[�=
 �LM& "+7 ا�:M$دQت        

 

 ��1                           و                     

 أي "+7  

 و  

πP = π
( )1 2 3 4, , ,π π π π=π1jπ =∑

( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4

0 25 0 2 0 12 0 43

0 25 0 2 0 12 0 43

0 0 25 0 2 0 55

0 0 0 25 0 75

. . . .

. . . .
, , , , , ,

. . .

. .

π π π π π π π π

 
 
  =
 
 
 

1jπ =∑
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...يتبع 

  أي

           ��L	 �B�
" 7<G e�6 $TMJ�" تQد$M:ا� g71 ه� (<:� 
: آ$��$�&  Excel Solverوإ?���ام   

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

2 3 4 3

3 4 4

1 2 3 4

0 25 0 2 0 12 0 43

0 25 0 2 0 12 0 43

        0 25 0 20 0 55

                           0 25 0 55

                         1

. . . .

. . . .

. . .

. .

π π π π π
π π π π π

π π π π
π π π

π π π π

+ + + =
+ + + =

+ + =
+ =

+ + + =
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...يتبع 

 


ا ��=�� Credundant+�ف ا�1 ا�:M$دQت TCH$ ز�$دة    �C 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

3 4

1 2 3

                  

  0 75 0 2 0 12 0 43 0

0 25 0 8 0 12 0 43 0

        0 25  0 8 0 55 0

                           -0 25 0 45 0

                        

Max

St

. . . .

. . . .

- . . .

. .

π π π π

π π π π
π π π π

π π π
π π

π π π

+ + +

− − − =
− + − − =

+ − =
+ =

+ + + 4 1π =

1jπ =∑
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  Solver الحل بإستخدام

 '& إآ[7 أد	7 ا��$�&     



96

...يتبع 

 Solver و'& C$'�ة    
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...يتبع 

    �/�$? 

ات ���d�� ر$��C  
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...يتبع 

و�
�w ا�+7  
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تطبيق على سلاسل ماركوف

    �1Rج ا

 اP�Rق �[T\ ا�1 ا��
آ$ت وا?��M? (�
:�:$Qت   ,$"- ا�1 ا�:[�
:ا�:/�(�� ا��$���  


 �*�� ��ا �eLM ز�$د,4 ا���م ه�  •M]0.7 إ1�:$ل ا� 

 �/=e آ:$ ه� ��ا �eLM ز�$د,4 ا���م ه� •M]0.2 إ1�:$ل ا� 

 �=7 ��ا �eLM ز�$د,4 ا���م ه� •M]0.1 إ1�:$ل ا� 

 �/=e آ:$ ه� ��ا �eLM ز�$د,K�H$" 4 ه� •M]0.35 إ1�:$ل ا� 

 �/=e آ:$ ه� ��ا �eLM اe=" 4C آ:$ ه� ا���م ه� •M]0.5 إ1�:$ل ا� 

 �/=e آ:$ ه� ��ا �eLM اK�H$" 7Y 4C ه� •M]0.15 إ1�:$ل ا� 

 �=7 ��ا �eLM ز�$د,K�H$" 4 ه� •M]0.25 إ1�:$ل ا� 

 �=7 ��ا �eLM "=$(4 آ:$ ه� "$K�H ه� •M]0.3 إ1�:$ل ا� 

 �=7 ��ا �eLM اK�H$" 7Y 4C ه�  •M]0.45 إ1�:$ل ا� 
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...يتبع 

  �SE� 7<�C'� إQ$:�1ت ا��
=�L�� 7ة وا�1ة         

 

 

 

 ا���ز�- ا1R�:$�& ا�:[�=
 �LM& "+7 ا�:M$دQت        

 ��1                    و��1     

0 7 0 2 0 1

0 35 0 5 0 15

0 25 0 3 0 45

. . .

. . .

. . .

 
 =  
 
 

P

πP = π
( )1 2 3, ,π π π=π1jπ =∑
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...يتبع 

 أي "+7  

أي

( ) ( )1 2 3 1 2 3

1 2 3

0 7 0 2 0 1

0 35 0 5 0 15

0 25 0 3 0 45

1

. . .

, , . . . , , ,

. . .

π π π π π π

π π π

 
  = 
 
 

+ + =

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

1 2 3

0 70 0 20 0 10

0 35 0 50 0 15

0 25 0 30 0 45

                     1

. . .

. . .

. . .

π π π π
π π π π
π π π π
π π π

+ + =
+ + =
+ + =
+ + =
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...يتبع 

      �L?ت "�اQد$M:ا� g71 ه� (<:�  Excel   &�$��$آ  :

     $�Pا�� e'                             -J  B3  و C3  و D3 
 و'&   F2:H4وأد	�SE� 7'� إQ$:�1ت اCR�=$ل '& ا�:B$ل          

 أد	7 ا��$�&   20 إ��C 1   e	7 ا�:
اA   (� 71ا�M:�د  

B4 => =$B3*F$2+$C3*F$3+$D3*F$4
     e�1 $T/+?وا  D4     ل$B:$ر ا��	ا \_ B4:D4    e�1 4/+?وا 


       (TC$�� ا�:
ا71    �	Hا 
L]ا�=�\ '& ا� N/E, e�1 أو
   c"$]ا� 
L]وي ا�=�:� '& ا�$], (

( ) ( )1 2 3 1 0 0, , , ,π π π =
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...يتبع 
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...يتبع 

 x1PC ان ا���ز�- ا1R�:$�& ا�:[�=
 ه�       

( ) ( )1 2 3 0 5111 0 3111 0 1778, , . , . , .π π π =
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 Absorbingتطبيق على سلسلة ماركوف بحالات إمتصاص    
States

 �SE� )1'� إQ$:�1ت ا��
=�L�� 7ة وا�1ة "+$���) إ��E$ص              
)2و 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 45 0 0 3 0 25

0 55 0 05 0 15 0 25

. . .

. . . .

 
 
 =
 
 
 

P
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الحل
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...يتبع 

 اي ان ا���ز�- ا1R�:$�& ا�:[�=
 ه�    

( ) ( )1 2 3 4 0 974359 0 025641 0 0, , , . , . , ,π π π π =
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تمارين


t ا�+$Qت _\ 71 ا��$�&W:
1 0 0 0 0

0 42 0 25 0 33 0 0

1 0 32 0 26 0 14 0 28 0

0 45 0 08 0 05 0 04 0 38

0 0 0 0 1

. . .

. . . .

. . . . .

 
 
 
 − =
 
 
 
 

P

0 75 0 1 0 05 0 1

0 2 0 65 0 1 0 05
2

0 05 0 1 0 8 0 05

0 1 0 35 0 15 0 4

. . . .

. . . .

. . . .

. . . .

 
 
 − =
 
 
 

P
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...يتبع 

 0 16 0 71 0 1 0 03

0 08 0 68 0 19 0 05
3

0 03 0 58 0 31 0 08

0 0 0 1

. . . .

. . . .

. . . .

 
 
 − =
 
 
 

P

0 73 0 1 0 03 0 08 0 06

0 06 0 56 0 18 0 16 0 04

4 0 8 0 03 0 0 08 0 09

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

. . . . .

. . . . .

. . . .

 
 
 
 − =
 
 
 
 

P
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. . . يتبع  

  0 0 7 0 1 0 15 0 05

0 0 82 0 09 0 06 0 03

5 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

. . . .

. . . .

 
 
 
 − =
 
 
 
 

P
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Transition Diagrams  مخططات الإنتقال  

    �'�SE:ا� $T� &�ا� ��]�]�:���L^ اCR�=$ل �

 ه�

0 0.95 0.01 0.04

0 0.27 0.63 0.1

0 0.36 0.24 0.4

1 0 0 0

 
 
 =
 
  
 

P

4

3

2

1

0.01

0.95

0.27
0.04

1

0.1

0.63
0.36

0.4

0.24
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 Approximating aتقريب لعملية بواسون 
Poisson Process

: �>7       و        

: ا�/
ه$ن

�� ,�/- �) ا��$�W��) ا�[$"=��)       �$�.��1 ا��$��W ا�

0t ≥0t∆ ≥

{ ( ) ( ) 0} 1 ( )

{ ( ) ( ) 1} ( )

{ ( ) ( ) 2} ( )

P N t t N t t o t

P N t t N t t o t

P N t t N t o t

λ
λ

+ ∆ − = = − ∆ + ∆
+ ∆ − = = ∆ + ∆
+ ∆ − ≥ = ∆

0( )
{ ( ) ( ) 0} 1 ( )

0!
t tt

P N t t N t e e t o tλ λλ λ− ∆ − ∆∆+ ∆ − = = = = − ∆ + ∆
1( )

{ ( ) ( ) 1} ( )
1!

t tt
P N t t N t e te t o tλ λλ λ λ− ∆ − ∆∆+ ∆ − = = = ∆ = ∆ + ∆
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 Poissonازمنة بين وصول بواسونية   
Interarrival Times

إ1�:$ل أن           ه� إ1�:$ل .  ��>)                 ز�) �$"�) ا���Wل 
  �5�� 4Cة �)   0ا
�Sل '& ا��Wأي و          eإ�   

 &?Qاآ:& ,�/- ا���ز�- ا
  أي أن  �T$ دا�� ,�ز�- ,

0( )
{ } { ( ) ( ) 0}

0!
s s

n n n

s
P s P N t s N t e eλ λλτ − −> = + − = = =

1n n nt tτ += −n sτ >
ntnt s+

{ } 1 s
nP s e λτ −≤ = −
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 The Birth Death عملية الولادة والموت  
Process

t�
M,  :            &�رآ�'�� وا�$� ������ ا��Qدة وا�:�ت ه& 6::6
�+$Qت     ,>�ن '�T$ اQ$=�CRت �) ا�+$��        � ^=' �
<:�   

ا�:B$ورة �T$         و    

         eل �)     إ�$=�CRدة واQو          eل �)    إ�$=�CRا 
/�M�  

و�:>) إ6�/$ره$ آ��Wل و�d$درة C�$م         .              ��ت
��$ت ا���Wل وا�:d$درة "�ا?���C         . %$"�ر :��1 6 .

i
1i −1i +

i1i +i
1i −
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-The General Birth عملية الولادة والموت العامة   
Death Process

          -:�B:ا� \B1 ن�<� $��
6  pop. = k       دة وا�:�تQن ا��D' 
��$ت "�ا?��M:" ��Cل وQدة         :Mث آ�+,λk   ل ��ت�Mو� µk

   (<��  B(t,∆t 
ة    (�Sدات '& ا�Qه� �6د ا�� (t,t+∆t )
D(t,∆t و ��>)    
ة     (�Sات '& ا���Hه� �6د ا (t,t+∆t )

   �B
' k

k

k

k

{ ( )  0 |   }  1 -  ( )

{ ( )  1 |   } ( ) 

{ ( )  1 |   } = ( ) 

{ ( )  0 |   }  1 ( ) 

{ ( )  1 |   } ( )

{ ( )  1 

P B t , t Pop. k t o t

P B t , t Pop. k t o t

P B t , t Pop. k o t

P D t , t Pop. k - t o t

P D t , t Pop. k t o t

P D t , t

λ
λ

µ
µ

∆ = = = ∆ + ∆
∆ = = = ∆ + ∆
∆ > = ∆
∆ = = = ∆ + ∆
∆ = = = ∆ + ∆
∆ > |   } ( )Pop. k o t= = ∆
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 Differential  المعادلات التفاضلية الفروقية     
Difference Equations


ف إ1�:$ل أن ا�:B�:- �>�ن  M
�k (�*ا� �
6 t  آـ Pk(t) . \�=� نnاk > 0 $
��� 

  $��
6 ��$T
 t→0 �BC∆اnن "r	� ا�

 

��Yو
Sا� ���J$S�ت ا�Qد$M:�$" ف
M, &�وا� .

1 1

1 1

k k k k k k k

k k

P ( t t ) P ( t ) ( ) tP ( t ) tP ( t )

tP ( t ) o( t )

λ µ λ
µ

− −

+ +

+ ∆ = − + ∆ + ∆ +
∆ + ∆

1 1 1 1
k k

k k k k k k k
P ( t t ) P ( t ) o( t )

( )P ( t ) P ( t ) P ( t )
t t

λ µ λ µ− − + +
+ ∆ − ∆= − + + + +

∆ ∆

1 1 1 1
k

k k k k k k k

dP ( t )
( ) P ( t ) P ( t ) P ( t )

dt
λ µ λ µ− − + += − + + +
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-The General Birth عملية الولادة والموت العامة كسلسلة ماركوف 
Death Process as a Markov Chain

��SE'� اCR�=$ل  

و��L^ اCR�=$ل

-:�B:د '& ا��Mا�+$�� �[$وي ا� \Yان ر x1Q.

0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3

1 0 0

1 0

0 1

0 0 1

P

λ λ
µ µ λ λ

µ µ λ λ
µ µ λ

− 
 − − 
 = − − −
 − − 
  

⋯

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

0 1 2 k

0λ

1µ

1λ

2µ 2µ

2λ 1kλ − kλ

kµ 1kµ +

⋯ ⋯



118

إحتمالات الحالة المستقرة لعملية الولادة والموت    

   7)$]�C �Y "؟-:�B:ا� \B1 ^?��� وي " أو " �$ه�$]� -:�B:ا� \B1 ه� إ1�:$ل ان �>�ن$�k �
6 
" ؟tا�*�) 


ار=�?R$,Q$:�1D" (�:�T� ن�<C ا�T"و  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

1 1 1 1

0 1 2 0 1 2 2 2 2 2

3 3 3

0 0 0 1 1

1 0 0 1 1 1 2 2

2 1 1 2 2 2 3 3

1 1 2 2 1 1

1 0 0

1 0

, , ,... , , ,... 0 1

0 0 1

1

1

1

1k k k k k k

λ λ
µ µ λ λ

π π π π π π µ µ λ λ
µ µ λ

π π λ π µ
π π λ π µ λ π µ
π π λ π µ λ π µ

π π λ π µ λ π µ− − + +

− 
 − − 
 = − − −
 − − 
  

= − +

= + − − +

= + − − +

= + − − +

π = πP

⋯

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮
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...يتبع 

   �BC $T
 و�
0 0 1 1

0
1 0

1

1 0
2 0

2 1

1
0

1

k
i

k
i i

λ π π µ
λπ π
µ
λ λπ π
µ µ

λπ π
µ

−

=

=

=

=

= ∏

⋮
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. . . يتبع  

 و��1 ان   

0
1

0
1

1 1

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

i
i

i
i

k
i

k i i

k
i

i i
k k

i

k i i

π

π π

π
λ
µ

λ
µπ

λ
µ

∞

=

∞
−

= =

−

=
∞

−

= =

=

= −

=
+

=
+

∑

∑

∑∏

∏

∑∏
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M/M/1تطبيق سلاسل ماركوف على نظام الطابور      

           و    6:��� وQدة و��ت "+��      6D" M/M/1�/$ر %$"�ر     

       �BC �="$]ت ا�Qد$M:ا� &' [��M��$/'            

    N/E��1            و� 

 

وه>�ا 

kλ λ=
kµ µ=

0
k

kπ ρ π=
ρ λ µ=

0

1

1 1
1

11
1

k

k

π ρρ
ρ ρ

∞

=

= = = −
++

−∑

( )1 , 0,1,...k
k kπ ρ ρ= − =
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...يتبع 

 ���?^ %�ل ا�L$"�ر    

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0

0 0

1

1 1

1
1

1

1

k
k

k k

k k

k k

E N k k

d
k

d

d

d

π ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ
ρ ρ

ρ
ρ

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= = −

= − = −

 = −  − 

=
−

∑ ∑

∑ ∑
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عملية الوصول
 The Arrival Process
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The Poisson Process عملية بواسون

•t�
M, : �6 ���:6counting process 7� ه& 6/$رة 6) دا�� ,:

� '& ا�*�)        �M� �L=C e�1 X�E17 أوE+, �1اثH &:اآ
.ا��Mد ا��

•  �� independentأي 6:��� �6 �>�ن �T$ ز�$دات �[�=
increments   ات
�S�1اث '& أي زوج �) ا�Hإذا آ$ن �6د ا 

  $�)$E17 إ=�]� ��ES
.ا�*�
�� ا�:

 stationary أي 6:��� �6 �>�ن �T$ ز�$دات �[�=
ة •
increments  �:�M� ��
 إذا آ$ن ,�ز�- �6د ا�1Hاث '& أي '�
ة ز�

 &

ة ا�*��Sا� -Y�� e�6 �:�M�Qو ��

ة ا�*��Sل ا��% e�6 ^=' .
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تعريف عملية بواسون

  X==1 ل    إذا�M:" ا?�ن�" ������ �6         ,>�ن 6::6  :

  1-����� �T$ ز�$دات �[�=:Mا�  .

��� �T$ ز�$دات �[�=
ة-2  :Mا� .

  

  3-

   

�� '& و�1ة   E�? (ا�*"$() ا��� (� -Y��:د ا��M7 ا��  ا�:�Mل      �:
��
.ز�

( )N tλ

( ) ( )
0 1

1

1 0

t

P N t t N t t

λ
λ

 =  − ∆   
    + ∆ − = = ∆      

    >    

λ
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...يتبع 

•             7Wو e�� e�6 �:�M�Q XYأي و �
6 7E� إ1�:$ل أن ز"�ن
   (�
	nا�*"$() ا.

6�e ا�*�)          • �:�M�Q XYأي و �
6 7E� إ1�:$ل أن ز"�ن.

�� وا�1ا وا�1ا      •E� ()$"*ا�.
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توزيع بواسون

 �YPM�$" eLM�       ل�M:" ز�- "�ا?�ن�, $T�         �6 ���:6 

( ) ( )
, 0,1,...

!

n

tt
P N t n e n

n
λλ −= = =  

tλ ( )N t
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دالة التوزيع الإحتمالي

    �YPM�$" eLM,  

( ) ( )
0

, 0,1, 2,...
!

nx
t

n

t
F x e x

n
λλ −

=

= =∑



129

خواص توزيع بواسون

  1-        �/�$? 
�� \�Y �	r� 7ES

 ��6ا(& ��d�:� -ز��,   .

  2-

  3-

  4-

( )E N t tλ=  

( )V N t tλ=  

( ) 0 tP N t e λ−= =  
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Interarrival زمن مابين الوصول Time

Interarrival  أز�
� �$"�) ا���Wل  Times ا?�ن�" ���:M� 

 ��6ا(& �[�=7 �4 ,�ز�- ا?& �d�� (6 ل       ه& 6/$رة�M:"

) ?/c إ_/$ت ه�ا(":��?^           
λ

1 λ
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Interarrival زمن مابين الوصول Time

&?Qاص ا���ز�- ا�	  :


ف 6�e 5:�- ا�6Hاد ا�+=�=� ��
 ا�[$�/�  -1  Mو� 
. ,�ز�- �[�:

 دا�� ا�>�$'� ا1R�:$��� �4 ه&  -2  

 دا�� ا���ز�- ا1R�:$�& ه&  -3  

  4- 

  5- 

( ) , 0xf x e xλλ −= ≥

( )
0

1 , 0
x t xF x e dt e xλ λλ − −= = − ≥∫

( ) 1E X λ=

( ) 21V X λ=
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خاصية عدم التذكر أو الخاصية الماركوفية   
(Markovian Property) Memoryless Property


 ��6ا(& ا4C ��6\ ا��اآ
ة أو �4 ا��$��W ا�:
آ�'�� �)    �d�� (6 ل$=�   e�1 (�*إذا آ$ن ا� eو�Hا��ر�5 ا 

   
�	Hا�+�ث ا �
� 
� XYآ\ �) ا�� e�6 �:�M�Q &�$�ا�+�ث ا�.

&J$آ�'�� �) ا��ر�5  :      و"�>7 ر�

 ��6ا(& ��6\ ا��اآ
ة أو �4 ا��$��W ا�:�d�� ن�<� c=+, إذا eو�Hا 

   

���    أز�
� �$"�) ا���Wل � $T	��W$ �6م ا���آ
 أو �T$ ا��$��W ا�:
آ�' :6 XC$إذا آ eو�Hا��ر�5 ا (� ��
.ا���Wل "�ا?�ن

    ":$ ان از�
� �$"�) ا���Wل �T$ ,�ز�- ا?& 'Dن

{ } { }|    for all , 0P X s t X t P X s s t> + > = > ≥

{ } { }
{ }

{ }
{ }

{ }
( )

{ }

 and 
|

if  

 for Exp.dist. |
s t

s
t

P X s t X t P X s t
P X s t X t

P X t P X t

X s t X t

e
P X s t X t e P X s

e

λ
λ

λ

− +
−

−

> + > > +
> + > = =

> >
> + ⇒ >

∴ > + > = = = >
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يتبع خواص عملية الوصول 

 �T$  ,�ز�- �6د ا�1Hاث '& اي '�
ة ز�
�� ذات ا��Lل        •
.,�ز�- "�ا?�ن ":��?^           

•           XYا�� e�6 �:�M�Q &�$�ا�+�ث ا� e�1 &.=
ا�*�) ا�:
    
�	Hا�+�ث ا �

م �E
	$��W �6م ا��اآ
ة أو    (ا�:

        &?Qز�- ا���� eو�Hآ�'�� �) ا��ر�5 ا
).ا��$��W ا�:

tλ
t
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Steady State Analysis تحليل حالة الإستقرار  

 ه& Steady State Queues%�ا"�
 ا�+$�� ا�:[�=
ة    •
أC�:� %�ا"�
 وا��& �>�ن '�T$ ا���ز�- ا�L� &�$:�1Rل                

6�e ا�*�)     �:�M�Q ر�"$L1$ل آ�ن         . ا� &' ^=' w�
وه& ,
وآ��! �) آ�ن 6:��� ا�����       . 6:��� ا���Wل �[�=
ة   

6�e ا�*�)   �:�M,Q.
 Y/7 أن    Transient Stateأي %$"�ر �:
 "+$�� 6/�ر      •


ار   =�?R7 '& 1$�� ا	ا�/�ء     . �� ��1
� 7�ه�g ا�+$�� ,:
       zا� \�M�أوا� \�Yr�وط     . أوا�
G e�6 �:�M, ��1
و%�ل ه�g ا�:

. ا�
�$م 
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...يتبع 

•           $�J$ر ر��"$Lم ا�$�C 7��+, (� $


ار ,:>=�?R1$�� ا
   7ESو� c�Yو"�>7 د .

•             �:�M,و ��'$�<�?Rوا ��:��M���1 ا�$

ار ,��S �) ا�=�?R1$�� ا
   �L]/� ت$�J
' e�6 )    ��MYن وا�<,Q �Y (      $:م آ$�
6) ا�

         

�=� 7:6 ا��Lا"�% \T' e�6 e�6 �6$], $TCوأ.

6�e أTC$ ا�+$�� ا�[$(�ة '&          • �	}, Qأ >B� ار
=�?R1$�� ا
           &' $T��
ف C�$م ا��Lا"�
 آ:$ B�Q< ا6R�:$د 6E, �'
M�

        

ف C�$م ا��Lا"�E, (6 }/
.ا��
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State Probabilities إحتمالات الحالة

•t�
M, :  ��$1State    �C�
. ه� %�ر أو G>7 ا�>�


�� ا��Lا"�
 �E=C "4 1$�� أو G>7 ا�L$"�ر '&        �C &S'   
             ��$1 ،&J$' ل أو�d�� 1$�� ا��$دم ،�
�M� ��
�+�� ز�

      zأ� (�
��
��tW  .  ا�L/�ر '$رغ أم "4 �� �=�
وه� %
. ا�>$�7 ��>7 ا�L$"�ر    


ات اH?$?�� ا��& ,�C ��$1 &' tW�$م           •�d�:أه\ ا� (�

 1$��    “ �6د ا�*"$() '& ا�L$"�ر    ”ا��Lا"�
 ه�   �d�� e:]و�

State Variable  !وآ�� “   (���$M�6د ا���م ا�“  .
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...يتبع 

•       e�6 �:�M� ��$+ات ا�
�d�� $ر��	إ

. ا�:�>�� ا�:�رو?� -1   

. أه�اف ا��را?�-2   


 ا�+$��      •�d�� e�
آ* 6C ا�+$��� ?�ف $
�6د  ”'& درا?�

  “ ا�*"$() '& ا�L$"�ر    /�MC و?�ف“  (���$M�6د ا���م ا�  “

   X"$_ $:)دا ) 
�d��Q (      $C�"م ز��� gد
S:" 7:M� $دم	وآ7 

& أن �6د ا�*"$() '& ا�
�$م �+�د ا�.$ �6د              M, &�وا�1ا وا�

. ا�*"$() '& ا�L$"�ر    
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...يتبع 

•    �L=C أي �
6 �
�M� ��$1 &' م �>�ن$�
 إ1�:$ل ا�+$�� ه� إ1�:$ل أن ا�
��
.ز�

دع           •

.                   إ1�:$ل ا�+$�� ا�:[�=
ة "��5د    ز"�ن '& ا�
�$م


[/� ا�*�) ا��& �>�ن '�T$ ا�
�$م '&    •� $
MY�, 7�إ1�:$ل ا�+$�� �:
.ا�+$��     

nπ=n

n
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طرق عامة لحساب مقاييس الأداء

�6د ا�*"$() ا�:��Y- '& ا�
�$م        •

  

�6د ا�*"$() ا�:��Y- '& ا�L$"�ر       •

. ��1       �6د ا���م  

0
s n

n

L nπ
∞

=

=∑

( )q n
n m

L n m π
∞

=

= −∑

m
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...يتبع 


اف ا�:�M$ري ��Mد ا�*"$() '& ا�
�$م     •+CRا


اف ا�:�M$ري ��Mد ا�*"$() '& ا�L$"�ر     •+CRا

( )2

0
sL s n

n

n Lσ π
∞

=

= −∑

( ) ( )
1 2 2

0

0
q

m

L q n q n
n n m

L n m Lσ π π
− ∞

= =

= − + − −∑ ∑



141

...يتبع 

: "D?���ام �d�W ���7     . ز�) اCR��$ر ا�:��Y- '& ا�
�$م       •

: "D?���ام �d�W ���7    . ز�) اCR��$ر ا�:��Y- '& ا�L$"�ر       •

0
n

s n
s

n
L

W
π

λ λ

∞

== =
∑

( ) n
q n m

q

n m
L

W
π

λ λ

∞

=

−
= =

∑
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...تعاريف 

��Mل ا����� ه� �6د ا�*"$() ا��ي ����T\ 	$دم وا�1 '&         •
.و�1ة �) ا�*�)  

دع•

       Q�d�� ن�<� $��
/  ز"�ن(             ��Mل ا����� ���$دم 6
).و�1ة ز�)

.             ���?^ ز�) ا����� 

و�>�ن    •

µ

1 µ
1 1s

q s

L
W W

µ λ µ
= − = −
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...يتبع 

:"D?���ام �d�W ���7 . �6د ا�*"$() ا�:��Y- '& ا�L$"�ر •

•\T���	 ل�M� &ل ا�*"$() إ��Wل و�M� �/]C &ه         �/]
. ا�
  ����d��4 ا��Y$% eEYأ eم إ�$�

اب ا��Y7 ��ى إ�. و,:

q q sL W L
λλ
µ

= = −

λ µ



144

...تعريف 

•  c�L:ام ا����?Rا e:],              �/]
Absolueا�
Utilization(���d�:ا���م ا� (� -Y��:د ا��Mأ�.$ ,[$وي ا� $TCH 

 8إQ$:�1ت ا�+$�� �L$"�ر "�$د��) و��Mل و�Wل   : ��$ل•
?$�6 و�5 أTC$ /ز"$()


ى �[$و��    	Qت اQ$+ت ا�Q$:�10  و5:�- إ .   K��$=� >]1أ
.      اHداء

ρ λ µ=

( ) s qE Busy servers L L
λ
µ

= − =

0 1 2 30.4, 0.3, 0.2, 0.1π π π π= = = =
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:مقاييس الأداء للمثال
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

s

q

L

L

s

0 0.4 1 0.3 2 0.2 3 0.1 1.0 customer

0 0.4 0.3 0.2 1 0.1 0.1 customer

= 1.0 0.1 0.9 customer

1 0.4 0 0.3 1 0.2 4 0.1 1.0 customer

0.01 0.9 0.81 0.1 0.3 customer

1.0 8 0.125 hour

0.1 8 0.0125 ho

s

q

s q

s

q q

L

L

L L

W L

W L

ρ

σ

σ

λ
λ

= + + + =

= + + + =

− = − =

= + + + =

= + =

= = =
= = =

s

ur

1 0.125 0.0125 0.1125 hourqW Wµ = − = − =
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تمثيل مختصر لنظام الطوابير


t ا��Lا"�
 1[< أر"�M �6ا�7    E,   :

��� ا���Wل   -1  :6  .

��� ا�����  -2  :6  .

.  �6د ا���م-3  

�L$"�ر      -4  � \B1 eEYأ .

... ��1  :                                و�
�* �T$ آ$��$�&  
1 2/ / /X X m b
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...يتبع 

�7 ا���ز�- اH &�$:�1Rز�
� �$"�) ا���Wل  :�          
�7 ا���ز�- اH &�$:�1Rز�
� ا�����  :�          
6�e ا���ازي (���$M7 �6د ا���م ا��:�          
�7 أeEY �6د ��*"$() '& ا�L$"�ر   :�          
1�:$��� �
�* �T$ آ$��$�& Rت ا$Mا���ز� [M"  :

)�$رآ�'&(,�ز�- ا?&          = 
 =            X"$_ ���	 XYد(و�+� (
 =         wCQز�- إر�,
,�ز�- 6$م         = 

1X

2X
m

b

M
D

nE
G
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...يتبع 

�P ا�L$"�ر                       �4 أوY$ت �$"�) و�Wل ��ز�6 �  
و أوY$ت 	��� ��ز�6 ا?�$ و 	$دم   ) 6:��� و�Wل "�ا?���C (ا?�$ 

.وا�1 و?�M %$"�ر ��
 �+�ودة 

/ /1/M M ∞
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 طابور

.,��5 إQ$:�1ت ا�+$�� "��>�7 وM� 71$دQت ا���ازن    •

 ,[$وي "�) ا�:�Mل ا��ي M�Balance equations$دQت ا���ازن •
      ��$1 eت إ�Q�+, ��' ت (,+�ثQ$+�6 �) ا��:B� ل ا��ي ) أو�M:وا�
وه& 	$�W    ) أو �B:��6 �) ا�+$Qت (,+�ث '�� ,+�Qت �) ��$1      

. '=^ CH�:� ا��Lا"�
 ا��& �T$ و�Wل "�ا?�C& وز�) 	��� ا?& 

�$ل•�   :

/ /1/M M ∞

λ λ λ λ

µ µ µ µ

1 2 3
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...يتبع 

 =�M� 2ل ا��+��7 إ�e ا�+$��  

= �M� 2ل ا��+��7 �) ا�+$��  

�< أن L�, ار
=�?R1$�� ا 

�M�2ل ا��+��7 �) ا�+$��   = �M� 2ل ا��+��7 إ�e ا�+$��  

 أي

 =                              2 2λπ µπ+

1 3λπ µπ+

2 2λπ µπ+

1 3λπ µπ+
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معادلات التوازن لطابور

 

 

/ /1/M M ∞

1 0

0 2 1 1

1 3 2 2

1 1

0

1

2

n n n n

State Rate in Rate out

n

µπ λπ
λπ µπ λπ µπ
λπ µπ λπ µπ

λπ µπ λπ µπ− +

=
=

+ = +
+ = +

+ = +
⋮ ⋮
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...يتبع 

 HCordonي 	^ LC$ق  .  ه
$ك %
�=� أ?M� �"$�<� 7T$دQت ا���ازن 
Line   أن >B� 7��+�ل ا��M� نD' تP��+�ر?\ ا� 

?�م 6/� 

   ̂ �>�ن SC[4 '& آP اB,R$ه�) 6/
 ا��

λ λ λ λ

µ µ µ µ
1 2 3

λ

µ
0 4 5

λ

µ
6

...

Cordon Line
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...يتبع 

/  '�M� N/E$دQت ا���ازن �L$"�ر  /1/M M ∞

1 0

2 1

3 2

1

0,1

1,2

2,3

, 1 n n

Line

n n

µπ λπ
µπ λπ
µπ λπ

µπ λπ+

=
=
=

+ =
⋮ ⋮
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...يتبع 

 واNJ �) ا�[$"c أن ا��YPM ا�M$�� "�) إQ$:�1ت ا�+$�� ه&   

6
1D" $T�:$ل ��$1     
/M� ت ا�+$�� �:>) أنQ$:�1أن آ7 إ NJأ�.$ وا
وا�1ة 

 x1Q اKSC $TC ا�
���B ا��& وC�5$ه$ "D?���ام 	�اص ?P?7 �$رآ�ف       

1 1n n n

λπ π ρπ
µ − −= =

0
n

nπ ρ π=
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...يتبع 

       �5�C      د$B�R 

 

�\ أنMC 

 أي

 و"$��$�& 

 وأ	�
ا

0π

0

1n
n

π
∞

=

=∑

nπ

0
0

1n

n

ρ π
∞

=

=∑

0 0

1
1 1 , 1

1
π π ρ ρ

ρ
= ⇒ = − <

−

( )1 , 1n
nπ ρ ρ ρ= − <
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مقاييس الأداء لطابور  

 �6د ا�*"$() ا�:��Y- '& ا�
�$م  

/ /1/M M ∞

( )

( )

0

0

0

1

1

, 1
1

s n
n

n

n

n

n

L n

n

n

π

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ
ρ

∞

=

∞

=

∞

=

=

= −

= −

= <
−

∑

∑

∑



157

...يتبع 

 �6د ا�*"$() ا�:��Y- '& ا�L$"�ر       

 

2

1

, 1
1

q sL L ρ
ρ ρ

ρ
ρ ρ

ρ

= −

= −
−

= <
−
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...يتبع 

 ا�*�) ا�:��Y- '& ا�
�$م       

 ا�*�) ا�:��Y- '& ا�L$"�ر     

1
, 1

1sW
ρ ρ

λ ρ
= <

−

21
, 1

1qW
ρ ρ

λ ρ
= <

−
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تمرين


ف C�$م %$"�ر   E, �Y$C 


            ���ر�5 إ�e               و�d��, $��
6 

/ /1/M M ∞
0.5ρ =0.9ρ =1λ =
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مثال

�M< آ
ة ا�=�م 1[< 6:��� "�ا?�ن            � eإ� (�MB�:7 ا�E�   

اف واC &' �1$'�ة     . ?�M:"105-B�� / �6$ل W �5��

   (�MB�:ا� ����� 
ز�) ا����� ��/- ا���ز�- اH?&     . ا���اآ
  ^?��:"30 ��C$_  .     م$�
. أوK��$=� �5 أداء ا�

.  ?B�� /�6$-120 أو �M�) =30  ��C$_ /(1ل ا�����    :    ا�+7
.120/105=0.875ه&        أو )  أو ا�MS$���  (اR?���ام 

:   و�=$��K اHداء ه&  

λ µ
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...يتبع 

  

( )

( )( )
( )( )

2

0.875
7 customers

1 0.875

0.875
6.125 customers

1 0.875
1 105 7 0.0667 hours 4 minutes

1 105 6.125 0.0583 hours 3.5 minutes

s

q

s

q

L

L

W

W

= =
−

= =
−

= = =

= = =
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إشتقاق عام لوصول بواسوني وزمن خدمة أسي

1��    = دع       •
��Mل ا���Wل 6
��$ �>�ن ا�
�$م '& ا�:

1��   =    و        
��Mل ا����� 6
��$ �>�ن ا�
�$م '& ا�:


ض أن 6:��� ا���Wل "�ا?�ن و6:��� ا����� أ?& �SCو   
(���.و�[�=

: �M$دQت ا���ازن

nµ
nλn

n

1 1 0 0

2 2 1 1

3 3 2 2

1 1

0,1

1,2

2,3

, 1 n n n n

Line

n n

µ π λ π
µ π λ π
µ π λ π

µ π λ π+ +

=
=
=

+ =
⋮ ⋮

1λ 2λ 3λ 4λ

2µ 3µ 4µ 5µ

1 2 3

0λ

1µ

0 4 5

...

Cordon Line
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...يتبع 

  $T� و1

( )

0
1 0

1

1 01
2 1 0

2 2 1

2 1 02
3 2 0

3 3 2 1

1 0
1 0

1 1 1

1

...

...
n n n

n n
n n n

G

λπ π
µ

λ λλπ π π
µ µ µ

λ λ λλπ π π
µ µ µ µ

λ λ λ λπ π π
µ µ µ µ

−
+

+ +

=

 
= =  

 

 
= =  

 

 
= =  

 

⋮
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...يتبع 

   دع

 �)�
6  

1 0

1 1

...
1

...

1 0

n n

n nn

n
B

n

λ λ λ
µ µ µ

−

+

 ≥= 
 =

0 0
0

0

1
1n

n
n

n

B
B

π π
∞

∞
=

=

= ⇒ =∑
∑
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طابور 


�J$تSا�   :

��ن "$���ازي•:M� م���]�      .

��ن "
KS ا�:�Mل      •:M� 5:�- ا���م .

• ̂ 7 6�e ز"�ن وا�1 '=:M� $دم	أي   .


 "+$�� ا�
�$م •_r��Q ل�Wل ا���M�.

�Q�Mت ا���Wل وا����� ,eLM "$�>:�$ت  •

 

/ / /M M m ∞

m
µ

0,1, 2,...

0,1,...,

1, 2,...

n

n

n

n n m

m n m m

λ λ
µ

µ
µ

= =
=

=  = + +
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...يتبع 

 �BC (G1) و"���M] ه�g ا�=�\ '& ا�:M$دQت       

    $T
و�

0

0

0,1,..., 1
!

, 1,...
!

n

n n

n m

n m
n

n m m
m m

ρ π
π

ρ π−


= −= 

 = +


( )

0 1

0

1

0

1

! !

1
1

1
!

! 1

m
n n n m

n n m

mm
n

n

n m m

m

n
m m

π
ρ ρ

ρ
ρρ

ρ

− ∞
−

= =

−

=

=
+

= <
+

−

∑ ∑

∑
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مقاييس الأداء لطابور  

/ / /M M m ∞

( )

( )

( )

1

02

1

02

1

02

1
! 1

1

1
1

! 1

1 1
1

! 1

m

q

s q

m
q

q

m
s

s

m
L m

m m

L L m

L m
W m

m m

L m
W m

m m

ρ π ρ
ρ

ρ ρ

ρ π ρ
λ λ ρ

ρ π ρ
λ λ µρ

+

+

+

= <
−

= + <

= = <
−

= = + <
−
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مثال


ض أن إدارة          �S
�M< آ
ة �:� (�MB�:ل ا��	ل د$�� &'   
      

 '& C$'�ة ا���اآ	s اف
W �'$Jإ ��
, >M��Y\ ه�ا  . ا�:

.ا��B�D" -J$د �=$��K اHداء     

 $
���  

  إذا

  

( )
( )

2, 120 / ,

105 / , 0.875

m customer hour per server

customer hour

µ
λ ρ

= =

= =

( )
( )( )

( )

0 2

3

2

1 1 2
0.391

2 1 2
1

1 2

0.875 2
0.391 0.206 customer

2! 1 0.875 2

0.206 0.875 1.08 customer

0.206 105 0.00196 hour 0.12 minute

1.08 105 0.0103 hour 0.62 minute

q

s

q

s

L

L

W

W

ρπ
ρ ρρ

ρ

−= = =
++ +

−

= =
−

= + =
= = =

= = =
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...يتبع 

       (�        [S	 
	s دم$	 �'$Jأن إ x1PC  6.125)  &'
0.206إ�e  ) 1$�� ا��$دم ا��ا�1    

qL
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طابور            وطابور       

�Q�Mت ا���Wل وا�����   •

إQ$:�1ت ا�+$��    •

/ /M G ∞ / /M M ∞

0,1,2,...

0,1,2,...
n

n

n

n n

λ λ
µ µ

= =
= =

( )

0

0

0

1

!

! 0,1,2,...

!

n

n

n
n

n
n

e
n

n n

n e

ρ

ρ

π
ρ

π ρ π

π ρ

−
∞

=

−

= =

= =

=

∑
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...ومقاييس الأداء 

   

1

0

0

s

s

q

q

L

W

L

W

ρ
µ

=
=
=

=
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طابور 

�7 �6د ("M] أC�:� ا��Lا"�
 �>�ن ��M? $T أو B1\ %$"�ر �+�د   •�
  �YP1 7+� &' &?ا
 و�
�* B1 e:]�Buffer Size\ ا�
L$ق   ) ا�>

 *�
��7 ا�L$"�ر "$�:, &' ��b   ء$
و�:�7 ه�ا ا�
�$م أي ز"�ن �7E أ_
.إ��Pء ا�
L$ق �L�]�Q- ا�R�+$ق "$�
�$م    

�Q�Mت ا���Wل وا����� •

/ / /M M m b

0,1,...,

0 1, 2,...

0,1,...,

1, 2,...

n

n

n m b

n m b m b

n n m

m n m m

λ
λ

µ
µ

µ

= +
=  = + + + +

=
=  = + +
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...يتبع 

.   ��1      �6د ا���م و      LC \B1$ق ا�L$"�ر أو B1\ ا�L$"�ر   

 ��1P�    :  7"     ل�Wل ا���M� وي$]�Q      ل�Wل ا���M� ^?���

.               و"$��$�& 'Dن                  "7                

t�
M,    : *آ�

ف "$�Intensity �YPMا��M� 

6�e أ�M� �/]C 4Cل ا���Wل اeEYH إ��M� eل    gو�:>) إ6�/$ر   
  eEYHن  . ا����� اH             ا�[$"=� آ$ن 
'& C:$ذج ا��Lا"�

mb
λλ

λ λ<ρ λ µ≠ρ λ µ=
r λ µ=

r ρ=
λ λ=
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...إحتمالات الحالة 

   

0

0

0,1,...,
!

1,...,
!

n

n n

n m

r
n m

n

r
n m m b

m m

π
π

π−


== 

 = + +


( )
( )

( )

0

0 1

11

0

1

! !

1
1

1

! ! 1

n nm m b

n m
n n m

bn mm

n

r r

n m m

r m
r mr r

n m r m

π +

−
= = +

+−

=

=
+

= ≠
−

+
−

∑ ∑

∑
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...ومقاييس الأداء 

   

( )
( ) ( )( )( ) ( )

1

02 1 1 1
! 1

m
b b

q

r m
L r m b r m r m r m

m r m
π

+ 
 = − − − ≠   −  

( )1

0
0 !

nm

s q s q
n

b m r
L L m note L L

n
π ρ

−

=

 −
= + − = − 

 
∑

( )
1

0

1
m b

n m b
n

λ λ π π λ
+ −

+
=

= = −∑

( )1 m brρ π += −

( ) ( )
,

1 1
q s

q q
m b m b

L L
W W

π λ π λ+ +

= =
− −
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طابور                
وزبائن من مصدر مجتمع محدود   

•  -:�B� ر�E�Calling Population �6�:B� (6 ه� 6/$رة 
و��Eر �B�:- �+�ود �
�w �)  . ا�*"$() ا�:+�:��) ��	�ل ا�
�$م

   (6 t�و�Wل ز"$() إ�C e�$م ا�L$"�ر �) �B�:- �+�ود وه�ا ���

 �+�ود   �� -:�B� ر�E� $T�' ض
�S� ذج ا�[$"=� ا��& آ$ن$:
. ا�

  N��E�ر ا��"$% &' 
��

- ,�7LM و,E� &' تQs ل$�. آ:

•   eEYو     أ N��E, c�

- و       'E:ا� &' ��s      $

ض ����SC
) ��Mل ا���Wل 6
��$ ,>�ن 5:�- أQnت ,�M�)7:Mل و�Wل 

��N وأL6R$ل �[�=�� و��ز�6 ا?�$ آ7  E�ا� (�" �

ض أن اHز��SCو

�M:" 4ل       وأز�
� ا����� �T$ ا�.$ ,�ز�- ا?& ":��?^       � .

m

/ / /M M m ∞

Nλ

N λ1 µ
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...يتبع 

   �Q�Mت ا���Wل وا�����   

0,1,...,

0 1, 2,...

0,1,...,

1, 2,...

n

n

N n
n N

N
n N N

n n m

m n m m

λ
λ

µ
µ

µ

− == 
 = + +

=
=  = + +
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...يتبع 

  إQ$:�1ت ا�+$��    

( )

( )

( ) ( )

0

0

0

0 1

!
1,2,...,

! !

!
1,...,

! !

1

! !
! ! ! !

n

n n

n m

n nm N

n m
n n m

N r
n m

N n n N

N r
n m N

N n m m N

N r N r

N n n N N n m m N

π
π

π

π

−

−
= = +

   =  −  = 
  = +  −  

=
   +   − −   

∑ ∑
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تمرين

     c"$]ذج ا��:
�.   أوK��$=� �5 اHداء �
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توزيع زمن خدمة عام

•  !�*GQ�" �d�W- (��
 Pollaczek-Khintchine آ�
�L$"�ر


اف ا�:�M$ري إ�M�          ��1    )  e$�7 اR	�Pف +CRا �/]C
���ز�- ز�) ا�����) ا�:��?^

 

/ /1/M G ∞

( )( )2
2 1

1
1 2q

CV S
L

ρ ρ
ρ

 + 
 = < −     

( )CV S



181

...تمرين 

.   أو�5 ا��d�E ا�[$"=�  '& 1$�� آ�ن ,�ز�- ا����� أ?&        
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مقاييس الأداء الاخرى لتوزيع زمن خدمة عام

   ( )( )

( )( )

( )( )

2
2

2
2

2
2

1

1 2

11 1

1 2

11

1 2

s

s

q

CV S
L

CV S
W

CV S
W

ρρ
ρ

ρ
µ λ ρ

ρ
λ ρ

 + 
 = +  −     

 + 
 = +  −     

 + 
 =  −     
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مثال


ف إ�>�
و7E� &C إ��T$ ا�*"$() ":�Mل        W ��s  49    &' ز"�ن 
ز"�ن '&   (            _$��C  49.8ا�[$�6 ���?^ ز�) ا�����    


اف ��M$ري    ) ا�[�6$+C19وإ ��C$_ .
72µ =

( )
( ) ( )2 2

0.38, 49 72 0.68

0.68 1 0.38
0.83

1 0.68 2

0.68 0.83 1.51

0.83 49 0.017

1.51 49 0.031

q

s q

q q

s s

CV S

L customers

L L customers

W L hour

W L hour

ρ

ρ
λ
λ

= = =

   +
= =   

−      

= + = + =

= = =

= = =
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 تقريب لطابور

(��
�< أ�=,   - (��Cآ�Allen-Cunneen ر�"$L� 

/ / /G G m ∞

/ / /G G m ∞

( )( ) ( )( )2 2

, / / 2q q M M m

CV A CV S
L L

 +
 = ⋅
 
 
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...يتبع 

�M$�7 اR	�Pف ���ز�- أز�
� �/�) ا���Wل                 = •

�M$�7 اR	�Pف ���ز�- أز�
� ا�����              = •

�6د ا�*"$() ا�:��Y- '& %$"�ر                = •

( )CV A

( )CV S

, / /q M M mL/ / /M M M ∞
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 Allen-Cunneenكونيين   -تقريب أللين 
لطابور

   $��
6   m= 1

   

/ /1/G G ∞

( )( ) ( )( )2 2
2

1
1 2q

CV A CV S
L

ρ ρ
ρ

 + 
 = < −     
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 Allen-Cunneenكونيين   -تقريب أللين 
لطابور

   $��
6   m= 2

   

/ / 2 /G G ∞

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

2 22
2

1
1 2 2 1 2q

CV A CV S
L

ρ ρ ρ
ρ ρ

   +  
 = <   − +       
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مثال

   ���
ض 6:�SCف  و
W (���s ض و�5د
�S
� c"$]ل ا�$�  '& ا�:
ا���Wل "�ا?�ن               �M$�7 اR	�Pف �*�) ا����� آ$ن 

0.382 XC$آ ���$MSداء ه&   0.68 وا�Hا K��$=� نr' 4�� و6
( ) 1CV A =

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2
0.68 2 1 0.38 0.68

0.050 customers
1 0.68 2 2 1 0.68 2

0.68 0.050 0.73 customers

0.050 98 120 0.061 minute

0.73 98 120 0.89 minute

q

s q

q q

s s

L

L L

W L

W L

ρ

λ
λ

     +
= =     − −        

= + = + =

= = =

= = =
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تصرف الطابور في الحالة الإنتقالية   
Transient Queue Behavior

   e�6 $C
  ا�:M$دQت ا��& در?
$ه$ e�1 اnن ,
c/L آ:$ ?/c أن ذآ

ار =�?R1$�� ا &' 
�Y  . و�>) ه�g ا�+$�� Q �Y,+�ث إ%YP$   . ا��Lا"�

   

ة و�>) ه�ا ���EY ��

ات ز��' e��/�M� Xل ا���Wل 6�

ات %���� �) ا�*�) �' e�Y/7 ان �7E ا�
�$م �+$��  . �.:�ن 6

   c�/L��� ��"$Y 
�� w)$�

 ه�ا ا�:�Mل و,N/E 5:�- ا��d�� �Y ار
. إ?�=
         �E���5ا و� >MW ���$=�CRر '& ا�+$�� ا�"$Lف ا�
E, 7��+,

c/L "�>7 6$م 6�e أي ��$1      ,Q 4
� �E���ر�5 ان ا�
�$(w ا�:[��


وط �>�ن ,+��7 ا�+$�� ا��$"��    . ا	
ىG د$Bاوإ� �'
M� ��S:ا �) ا��T�
    ���$=�CRا�+$�� ا e�6 �=�/L, &' ��S� .
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...يتبع 

 7�T]�ز�) ا� Relaxation Time    م$�
 ه� ا�*�) ا��ي �+�$45 ا�

[e 1$��4 اHو���   � &<�Initial State  $T�' ا��& �>�ن �:�CRوا 

 &C�?ل "�ا�Wا��Poisson Arrivals  �6د $T�' وا��& "�ا�� �>�ن 

[& T��$1$ اHو��� "�M ز�)   , $TCD' م$�
ا�*"$() أ7Y �)      '& ا�

  


 �*�) ا����� �d�7 ا��$M� ب . ��1        ه���L:أي ان ا�*�) ا�
  eل          إ��Wار �*داد �- و
=�?R1$�� ا eل إ��W���1.

sL

( ) ( )
( )( )

( )
2

0 2 1
1

m C S
T m

m

ρ
µ

ρ

+
=

−

( )C S

mρ
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تمرين

     \�=�            \�Y �51$��            أو &' 

    w)$�
.   و�Y$C ا�

( ) 1C S =( )0 1T mµ0.2,0.4,...,0.95mρ =
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Gantt Chart رسومات جانت لإنضباط الطابور   
�$�&  و,[���م ��:��C 7�$م ا�L$"�رو"�$N�J��� �W إC./$ط ا�L$"�ر ا��>7 ا�      

��7 �+$�� إC./$ط ا�L$"�ر  :,FCFSة
J$+:7 '& ا��ES��$" ح
    . و?�ف ,�
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...يتبع 

LCFS ا��>7 ا��$�& ,:��7 �+$�� إC./$ط ا�L$"�ر          
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...يتبع 

 SST)Shortest ا��>7 ا��$�& ,:��7 �+$�� إC./$ط ا�L$"�ر          
Servive Time)
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...يتبع 
 ا��>7 ا��$�& ,:��7 �+$�� إC./$ط ا�L$"�ر          

SRST(Shortest Remaining Servive Time)
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برنامج إكسل لحساب مقاييس الإداء    
  w�$C
K��$=� >]+�M/M/k, M/E/n/1, M/G/1, M/M/1/m, M/G/k/k, M/M/k/F, M/D/1 اRداء ���Lا"�
        QUEUE.XLSا�/
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مثال

�M< آ
ة ا�=�م 1[< 6:��� "�ا?�ن  ":�Mل  � eإ� (�MB�:7 ا�E� 
105-B��  /�6$? .    ����� 

اف واC &' �1$'�ة ا���اآW �5��

(�MB�:ا� .  ^?��:" &?H30ز�) ا����� ��/- ا���ز�- ا��C$_   .
.أوK��$=� �5 أداء ا�
�$م  

. ?B�� /�6$-120 أو �M�) =30 ��C$_ /(1ل ا����� :    ا�+7
.120/105=0.875ه&        أو ) أو ا�MS$��� (اR?���ام 

:   و�=$��K اHداء ه& 

λ µ



198

النتائج  

 Y$رن ه�g ا�
�$(w "$�=�\ ا�[$"c �+7 ه�ا ا�:�$ل  



199

تمرين

     w�$C
��    D"   QUEUE.XLS?���ام "��H71 5:�- ا 
.وا��:$ر�) ا�[$"=�   
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نماذج الطوابير
 Queuing Models

"D?���ام 

WINQSB
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�$ل 6�e %$"�ر ا��$دم ا��ا�1    :  ���1ل �M/M/1 

 w�$C
" &'QA.EXE    &�$��$ت آ$���M:7 ا�	���5ة _\ أد �� أ	�$ر ��>
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'& ا�
$'�ة ا�
$,�B أد	�M� 7ل ا����� و��Mل و�Wل ا�*"$()  
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:ا�+7 
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:���ر	�

�/$ت ��:[$�6ة ":�Mل    -1% 7/=�]� �M�$Bا5- '& �>�/� ا�
). ,�ز�- "�ا?�ن(  آt��� 10 �6$? 7 ا�:
7 �
ا5-  5ه�ا ا�:��t �=�م "���� ا�:
ا�M5) '& ا�:��?^    <� c)$Yز�- ا?&( د�, .(  K��$=� &ه$�

أRداء ��Tا ا�
�$م؟
�� ?�$رات أو,��$,�>�� ,7E إ��T$ ا�[�$رات ��6ا(�$ ":�Mل -2]d� 20�6$]ز�) ا�����  .  ?�$رة '& ا�


�$م؟   .  د�Y=� ,:$�$2ه� ��$ه& �=$��K اRداء �

ا'�) '& أ�1 '
و46 3 أ�1 ا�/
�ك ���5 "4 -3W  . ل�M:" &)7 ا�*"$() "�>7 ��6اE�1 &' ز"�ن 

�=�Y2ز�) ا�����   . ا�� &?Qداء؟.  '& ا�:��?^ و��/- ا���ز�- اRا K��$=� &ه$�
��N ا�[�$رات ا�:�>$��C) ا���) �+�$�5ن LY- ��$ر � -4E�� ���	 \]Y &'   إ?�:$رات &' \T,$/�% ���=

 -L=ا� \]Y eإ� >�%  . 
��
� &<�C$<�:ا� $:
�" >�Lا� c�=+�" \]=ا� t��� م�=� . ^?��:" (��C$<�:7 ا�E�
�/�M:" 4ل  ). ,�ز�- "�ا?�ن( '& ا�[�6$  40% c=+� t��:2وا� �=�Yز�- ا?&( د�, .(  t��:إذا آ$ن ا�

 eJ$=��6 &<�C$<�:ر '& ا�[$�6 وا�Qا���)  18 دو (�S��:7 �) ا���Hد ا�Mر '& ا�[$�6 ':$ه� ا�Qدو 
��7 ا�>��S؟  =�� \Tإ?���ا� $
��6

�7E ا�*"$() . 6$ت ا�M:7  �+7 �/�- ا�T:/�ر5
 ��د ان �=
ر �6د ا�:+$?/�) R?���ا� \T	Pل ?$-5
,�ز�- ( دY$(c �����4 3آ7 ز"�ن �+�$ج ). ,�ز�- "�ا?�ن( ز"�ن '& ا�[$�6 98وXY ا��dاء ":�Mل 


 �) ). ا?&��*"�ن اCR��$ر أآ� ��
,Q 7+:ر 5إدارة ا��"$Lا� &' c)$Yد  .  \T��6 >B� (�/?$+:آ\ �6د ا�
أن �[�����؟
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6-  ()$"*�� 4���	 �=�
% 
��d, &' 
<S� 
�[���م ) '�:$ �6ى وXY ا��dاء('& �M�\ ا���م  . �+7 ا�T:/�ر5

7 6�e  .  ز"�ن '& ا�[7E�50�6$ ا�*"$() ":�Mل .  �+$?/�) 3ا�:+7 E+�ز"�ن و� >�% �	r� >?$+� 7آ


ق '& ا�:��?^  . ا�
=�د _\ ��ه< 1R.$ر ا�T:/�ر5
 وW< ا��
ابd�]� 7 ز"�ن 3ه�ا<� c)$Yز�- ( د�,

�< وا�
=�د و	$دم s). ا?&Lا� �	H �1ة ه& إ?���ام �+$?< وا���Bا� �=�
Lا� 
	sو 

 ا�T:/�ر5�.+�� 
	


T\ 	��� ا�*"�ن '& 	Pل  . �E< ا��
اب<:� �_P�ه7 6�e اRدارة .  د�Y=�1و�M�=� أن ه{Qء ا���م ا�


�=� ا����Bة؟ Lإ?���ام ا�


ة '& �
آ* ,B$ري �[���م  -7�dEك ا��

 .  �+$?/�)2 أ�1 ا�/	nر �) ا�*"$() وا$B��$" ���� \أ�1ه

أي �B:�ع  ( ز"�ن '& ا�[$�6 20ا�*"$() �) ا��B$ر وا�*"$() ا�M$د��) آ7 �
�M:" 7E� \Tل . ا�*"$() ا�M$د��)


ا'�) �>�ن '& ا�:��?^    ).  ز"�ن '& ا�[�M�40�6$ل ا���Wل Eن 2ز�) ا����� �>7 �) ا��"*�� �=�Yد 


�=� "+�� �7MB آ7 �) ا�:+$?/�) ���م ). ا?&(Lا� 
��d, &' 
<S� !
أي �Cع �) ا�*"$() "�ون ���
 ا�/

���+, . $M' نD' ()$"*ع �) ا��C 7 �- أي�$M�آ7 �) ا�:+$?/�) ا� e����T\ ?�ف ,�
$�Y "+�� و��1 أن 6


�c ا����Bة أم Q؟.  د�Y=� �>7 ز"�نN/E�2.2 ز�) ا����� Lا� eا��+�ل إ� \T��ه6 7

�� ?�$رات 4��s �.- ا�*"�ن -8]d� 4  $:
�" 
��
�� ا���n و�]d:ا� e4 إ�B�� \_ &�s وق�
W &' تQ$ر� 

$��s 7]d, ل . ا�[�$رة�M:" &)7 ا�[�$رات "�>7 ��6اE,20�6$]2ز�) ا����� ه� ,+���ا .  ?�$رة '& ا� 

�=�Yد .
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مع تمنياتي لكم بالنجاح

عدنان ماجد بري   . د


